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本 书 是 《数学 教育 丛书 》 中 的 一 册 。 

当初 定名 为 《中 学 几何 研究 》, 是 为 了 和 《初等 几何 研究 》 相 区 别 。 实 际 上 , 现 
今 中 学 几何 中 有 度量 几何 ,变换 几何 ,几何 基础 ,复数 几何 等 等 ,其 至 有 拓扑 学 的 
内 容 。 这 些 都 或 多 或 少 地 超出 了 17 世纪 之 前 的 那 种 "初等 几何 ”的 范围 。 我 们 
使 用 “中 学 几何 ”的 名 称 , 目 的 是 希望 能 够 与 时 俱 进 地 反映 21 世纪 几何 教育 发 展 
的 境况 。 

本 书 的 体系 是 “几何 研究 ”“ 教 学 研究 ”“ 解 题 研 究 ” 三 者 并 重 , 尽 量 把 三 者 
灯 合 在 一 起 。 这 就 是 说 ,本 书 要 深入 地 解释 中 学 几何 的 内 容 , 要 有 高 观点 却 不 能 
脱离 中 学 实际 , 尽 可 能 回答 教学 中 可 能 遇 到 的 问题 。 同 时 ,还 要 顾及 如 何 进行 教 
学 ,重要 的 案例 和 教学 经 验 的 叙述 是 不 可 少 的 。 当 然 , 也 需要 有 一 些 解 题 的 研 
究 , 因 为 几何 不 能 离开 题目 和 证 明 。 

数学 教育 的 核心 ,是 呈现 数学 的 教育 形态 ,高 效率 地 让 学 生理 解数 学 的 本 
质 。 因 此 ,本 书 的 重点 ,必须 用 较 高 的 观点 来 考察 “中 学 几何 ”内 容 , 并 适当 地 加 
尺 扩 充 。 这 里 既 有 绪论 中 那样 全 方位 地 综述 几何 学 的 现代 进步 ,包括 第 九 章 的 
球面 几何 和 球面 三 角 , 更 有 第 十 章 那 样 介绍 中 国 数学 家 在 机 器 证 明 上 的 最 新 贡 
献 。 这 些 国 然 超越 了 中 学 几何 的 内 容 , 但 是 作为 中 学 数学 教师 ,这 些 修养 是 不 可 
缺少 的 。 

值得 提出 的 是 ,在 第 二 章 和 第 三 章 我 们 系统 地 处 理 了 “度量 几何 ”和 “公理 化 
方法 ”。 度 量 几 何 学 ,从 长 度 的 定义 开始 ,到 面积 .体积 、 以 至 到 可 列 可 加 测度 ,加 
上 论述 将 几何 学 定量 化 的 三 角 学 ,分 形 以 及 分 数 维 数 的 计算 ,这 是 全 新 的 几何 处 
理 。 公 理化 方法 , 则 分 成 了 5 个 阶段 ,包括 布尔 巴 基 的 结构 主义 阶段 。 这 两 章 的 
基本 内 容 , 体 现 了 现代 数学 思想 和 中 学 几何 内 容 的 整合 ,与 过 去 的 《初等 几何 》 差 
异 很 大 。 

第 四 、 第 五 两 章 是 传统 的 平面 几何 名 题 欣 赏 和 证 题 方 法 。 我 们 在 保持 原 有 
精华 的 基础 上 ,有 所 精简 ,有 所 发 展 。 第 七 .第 八 两 章 , 围 绕 中 学 的 立体 几何 和 解 
析 几 何 教 学 ,进行 了 适当 的 扩展 性 讲述 ,希望 能 够 直接 对 教学 内 容 理 解 有 所 帮 
助 。 特 别 地 ,其 中 有 “例题 求解 和 点 评 " 各 一 节 , 希 望 能 够 帮助 读者 复习 中 学 有 关 


下 前 言 
的 几何 解 题 训练 要 求 , 并 通过 点 评 有 所 提高 。 

第 六 章 集 中 研究 了 几何 教学 改革 。 其 中 有 国内 外 的 历史 经 验 , 也 反映 了 我 
国 当 前 的 几何 学 教学 改革 的 事 论 。 但 是 ,我 们 在 简单 地 阐述 本 书 观 点 之 外 ,也 适 
当地 保持 了 一 定 的 距离 。 许 多 教育 改革 的 是 非 , 需 要 长 时 间 的 考验 ,不 能 急于 下 
结论 。 同时 ,也 市 望 使 用 本 教材 的 老师 和 同学 有 自己 的 独立 思考 。 

本 书 的 写作 ,起 自 2002 年 重庆 的 “数学 教育 ”国际 会 议 。 当 时 由 张 芮 宙 和 宋 
乃 庆 拟订 纲要 ,向 全 国 招标 。 沈 文选 撰写 了 第 3.4.5.7.8.9 的 初稿 , 孙 申 椿 撰写 
了 第 10 章 。 宋 乃 庆 、 罗 增 儒 、 王 林 全 和 张 黄 宙 在 2004 年 审查 了 书稿 ,提出 了 修 
改 的 意见 。 根 据 原 有 的 设计 , 张 黄 宙 补 写 了 第 1,2,6 各 章 。 以 后 不 断 地 请 许多 
先生 审 稿 .补充 修改 。 先 后 部 分 参与 的 有 沈 纯 理 、 吴 仁 芳 . 龙 开 奋 等 。 蒋 亮 、 胡 庆 
彪 老师 提供 了 立体 几何 和 解析 几何 的 例题 与 解答 ,并 有 点 评 , 最 后 经 过 印 一 心 、 
何 维 安 的 大 幅度 修改 收入 本 书 。 先 后 参与 本 书 审 读 的 还 有 陈 广 文 . 沈 文 蔬 、 张 伟 
平 \, 刘 丹 、 董 超 、 黄 兴 丰 。2005 年 5 月, 沈 文 选 复 看 了 人 全书, 加 以 整理 。 最 后 ,由 
张 疯 宙 做 了 删节 修改 和 润 饰 。 稿 子 经 过 多 人 之 手 , 编 扰 在 一 起 ,不 免 会 有 脱 漏 ， 
这 给 责任 编辑 增添 了 许多 麻烦 ,也 会 给 读者 带 来 一 些 不 便 , 在 此 表示 深切 的 
歉意 。 

本 书 的 编写 是 一 次 新 的 尝试 。 体 系 、 材 料 、 观 点 有 许多 是 新 的 。 新 ,未 必 一 
和 定好。 但 是 ,总 要 与 时 俱 进 ,不 能 简单 地 重复 过 去 。 本 书 究竟 是 否 站 得 住 ,还 得 
由 教学 实践 来 检验 。 我 们 静 候 读者 的 批评 指正 。 


张 莫 害 ” 宋 乃 庆 沈 文选 
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第 一 章 ”绪论 :几何 学 一 一 时 间 与 空间 的 数学 


“前 不 见 吉 人 ,后 不 见 来 者 , 念 天 地 之 悠悠 , 独 伦 然而 详 下 . ”这 是 唐 朝 陈 子 昂 
的 诗句 ,抒发 着 诗人 对 时 间 和 空间 的 万 千 感 慨 . 

就 感性 认 知 而 襄 , 人 只 能 认 知 有 限 的 事物 ,从 生 到 死 的 时 间 短 ,从 他 目 力 所 
及 的 领域 ,就 是 一 个 人 的 时 间 和 空间 感知 范围 . 但 是 人 还 可 以 想像 ,用 理性 来 认 
识 地 寞 ,就 会 得 到 陈 于 易 那 样 的 印象 ;时间 无 始 无 终 ,天 地 无 边 无 沿 . 


第 一 节 ”几何 学 的 进步 概 说 


汇 荡 太空 ,融通 未 来 ,我 们 生活 的 宇宙 空间 究竟 是 什么 样 ? 这 是 一 个 永恒 的 
科学 主题 . 古往今来 ,不 知 有 和 多少 科 学 志士 为 此 付出 毕生 精力 ,但 是 研究 至 今 仍 


未 完结 . 


一 部 几何 学 发 展 史 ,可 以 说 就 是 各 种 各 样 的 描摹 宇宙 的 数学 框架 . 请 看 : 


时 间 的 几何 模型 是 一 维 的 直线 . 没有 开端 ,也 没有 终结 . 时 间 和 实数 集 构 
成 一 一 对 应 . 时 间 的 连 纺 不 断 , 正 是 实数 连续 性 的 直观 背景 . 

志 实 空间 的 直观 摘 述 是 三 维 的 :上 下 .前 后 ,左右 .各 疝 同 性 .无限 广 延 ， 
处 处 都 有 一 样 的 密度 . 每 一 个 维度 相当 于 一 条 直线 . 两 个 维度 构成 一 个 
平面 . 占 希 脂 数 学 家 研究 点 、 线 、 面 的 关系 ,更 建立 起 公理 体系 , 世 称 “ 欧 
氏 空 间 ”, 其 上 的 几何 学 , 即 “ 欧 氏 几 何 学 ”. 

一 维 几 何 是 贫乏 的 .平面 几何 就 相当 复杂 .除了 直线 ,直方 形 和 直方 体 ， 
还 有 曲线 ,曲面 ,各 种 几何 体 . 最 简单 的 曲线 是 圆 . 最 简单 的 几何 体 有 柱 
体 . 锥 体 、 台 体 和 球体 ,他 们 的 表面 是 最 简单 的 曲面 ,包括 柱 面 、 匆 面 、 球 
面 . 这 种 研究 方法 , 常 称 为 综合 几何 学 的 方法 . 

季 卡 儿 发 明了 坐标 系 ,把 欧 氏 空间 的 点 变 成 有 序 的 三 元 数组 (z,y'z). 
曲线 是 用 只 有 一 个 参数 的 方程 表示 . 曲面 则 用 含有 两 个 参数 的 方程 表 
示 . 用 代数 方法 进行 演算 ,使 得 几何 学 插 上 了 翅膀 . 用 综合 方法 研究 的 加 
锥 曲线 ,在 代数 上 表示 为 二 次 曲线 .解析 几何 学 由 此 诞生 . 

欧 氏 几何 中 平行 公理 的 研究 ,导致 非 欧 几 何 学 的 产生 , 其 实 , 现 实 世界 并 
非 只 有 一 种 几何 一 一 欧 氏 几何 学 . 例如 球面 上 的 几何 学 (以 大 圆 作 “ 直 
线 " 看 ), 就 不 满足 欧 氏 平面 几何 的 公理 体系 . 19 世纪 发 现 的 非 欧 几 何 
学 ,打开 了 新 的 天 地 . 


时 间 与 空间 的 数学 


第 一 章 绪论 : 几何 学 


几何 图 形 可 以 搬 来 搬 去 ,不 改变 图 形 的 面积 .体积 .中 国有 所 谓 “ 出 人 相 
补 ” 原 理 , 即 基于 此 种 想法 .但 是 ,相似 变换 ,可 以 把 图 形 放 大 缩小 ,面积 
体积 随 之 而 变化 . 把 物体 投影 在 墙 上 ,形状 有 变化 的 成 分 .也 有 不 变 的 成 
分 . 这 种 变 和 不 变 ,成 了 几何 学 的 研究 对 象 . 射影 几何 学 成 了 一 门 学 回 ， 
射影 几何 把 线段 的 长 短 以 及 角度 的 大 小 都 改变 了 ,但 是 还 是 有 一 些 东 西 
没有 变 ;相交 共 线 、 共 点 等 等 都 是 . 深入 的 研究 发 现 , 射 影 变 换 不 改变 四 
点 的 “ 交 比 ”. 德国 数学 家 下。 克 莱 因 进一步 得 出 结论 :几何 学 原来 是 研 
究 不 同 变换 群 下 几何 不 变量 的 学 科 . 这 一 被 称 为 “爱尔兰 根 ” 网 领 的 数学 
成 就 ,影响 了 整个 几何 学 的 发 展 方 回 . 

欧 氏 几何 学 所 使 用 的 工具 很 简单 ,所 以 只 能 研究 直线 .平面 .直方 体 的 变 
化 . 由 “ 直 ” 向 “ 曲 ” 的 进化 ,来 自 微 积 分 的 推动 . 高 斯 一 般 地 研究 曲面 上 的 
几何 学 , 即 经 典 的 微分 几何 学 . 最 简单 的 曲面 是 球面 . 地 球 相 当 于 一 个 椭 
球面 . 地 球 上 两 点 之 间 ,以 怎样 的 曲线 为 最 短 ? 这 相当 于 问 , 从 上 海 到 治 
杉 矶 , 沿 着 怎样 的 路 线 走 最 短 ? 这 种 “曲面 上 的 最 短线 ” 称 为 测 地 线 . 球 
面 上 的 测 地 线 就 是 大 图， 

微分 几何 学 的 一 个 根本 问题 是 如 何 “ 度 量 ? 曲 线 的 长 短 . 曲线 的 弧 长 , 当 
然 得 要 用 微 积分 方法 进行 计算 . 高 斯 给 出 了 一 系列 的 基本 度量 ,其 中 最 
重要 的 是 曲率 . 曲面 上 各 处 的 弯曲 程度 是 不 一 样 的 ,不 像 欧 氏 几 何 到 处 
都 是 一 样 的 平 直 (得 率 到 处 是 零 ). 

从 平 直 的 欧 氏 空间 进 到 弯曲 的 一 般 空间 ,不 仅仅 是 弯曲 程度 一 个 变化 ， 
更 重要 的 是 整体 结构 有 改变 . 我 们 知道 球面 、 环 面具 有 很 不 相同 的 结构 . 
可 是 ,人 们 注意 到 ,球面 和 环 面 ,以 及 许多 曲面 ,从 局 部 看 都 差不多 , 环 面 
上 一 点 周围 的 一 小 片 ,和 球面 上 一 点 周围 的 一 小 片 ,没有 什么 大 的 不 同 ， 
都 可 以 和 欧 氏 平面 上 的 一 个 小 圆 片 一 一 对 应 起 来 .区 别 的 关键 在 于 整 
体 . 比如 ,球面 不 能 和 一 块 小 圆 片 一 一 对 应 . 必须 把 球面 割 成 两 片 , 每 一 
片 和 小 圆 片 一 一 对 应 . 这 种 把 曲面 看 成 许多 小 块 贺 片 堆积 而 成 ( 堆 成 不 
同 的 结构 ) 的 观点 ,就 是 近代 几何 学 家 所 说 的 流 形 . 流 形 的 整体 结构 就 是 
拓扑 学 的 研究 对 象 . 

20 世纪 初 , 爱 因 斯 坦 创 立 “ 狭 义 相 对 论 ” 他 把 一 维 的 时 间 和 三 维 的 欧 氏 
空间 放 在 一 起 考察 . 引起 了 物理 学 的 革命 . 数学 上 的 四 维 空间 ,成 为 现实 
的 对 象 . 1915 年 , 爱 因 斯 坦 又 创立 “广义 相对 论 ”, 把 宇宙 看 成 是 弯曲 的 
四 维 空间 . 这 样 , 微 分 几何 学 和 高 维 几何 学 结合 起 来 . 宇宙 空间 原来 也 是 
一 种 流 形 . 拓扑 结构 , 流 形 上 的 距离 ,高 维 几 何 对 象 的 描述 方法 ,一 下 于 
提出 了 无 数 的 几何 学 问题 . 几何 学 在 20 世纪 下 半 叶 ,成 为 数学 发 展 的 主 
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流 学 科 . 直到 今天 ,几何 学 仍然 是 当代 数学 的 生长 点 .我 们 对 时 间 和 空间 
的 认识 还 远 远 没有 完结 . 


第 二 节 ” 欧 氏 几 何 与 非 欧 几何 


灿烂 的 古 希腊 文明 有 许多 伟大 的 成 就 .但 是 ,影响 最 为 深远 的 ,可 以 说 是 数 
学 . 它 的 代表 作品 是 公元 前 300 年 左右 的 欧 几 里 得 所 号 的 《几何 原本 》. 它 的 印刷 
数量 仅 次 于 “圣经 ” 欧 几 里 得 几何 学 已 经 沿用 了 两 千 多 年 ,至 今 中 学 教材 中 的 几 
何 学 内 容 还 与 它 基 本 一 致 《 几 何 原 本 》 留 给 后 人 的 巨大 精神 财富 是 它 创 立 的 公 
理化 体系 ,一 种 理性 思维 的 方法 . 以 下 是 欧 几 里 得 先 对 一 些 基 本 概念 (如 点 、 直 
线 平面 等 ) 给 出 的 定义 : 

(1) 点 没有 部 分 ; 

(2) 线 有 长 度 , 但 没有 宽度 ; 

(3) 线 的 界限 是 点 ( 注 :《 几 何 原 本 中 没有 伸展 到 无 穷 的 线 )，; 

(4) 直线 是 同 其 中 各 点 看 齐 的 线 ; 

(5) 面 只 有 长 度 和 宽度 ; 

(6) 面 的 界限 是 线 ; 

(7) 平面 是 与 其 上 的 直线 看 齐 的 那 种 面 ; 

(12) 圆 是 包 仿 在 一 条 (曲线 里 的 那 种 平面 图 形 ,使 得 从 其 内 部 某 一 点 连 到 该 
线 的 所 有 直线 (线段 ) 都 彼此 相等 ,并 称 圆 内 上 述 的 那个 点 为 圆 的 中 心 (简称 圆心 ); 

(23) 平行 直线 是 在 同一 平面 内 ,而 且 往 两 个 方向 无 限 延 长 后 ,在 这 两 个 方 
向 上 都 不 会 相交 的 直线 ， 

欧 几 里 得 总 共 引 入 了 119 个 定义 ,给 出 了 五 个 公理 : 

(1) 等 于 同 量 的 量 是 相等 的 ; 

(2) 等 量 加 等 量 还 是 等 量 ; 

(3) 等 量 减 等 量 还 是 等 量 ; 

(4) 能 重合 的 量 是 全 等 的 ; 

(5) 整体 大 于 部 分 . 

接着 , 欧 几 里 得 再 承认 了 五 条 公设 ，; 

(1) 从 每 个 点 到 每 个 其 他 的 点 必定 可 以 引 直 线 ， 

(2) 每 条 直线 都 可 以 无 限 延 长 ; 

(3) 以 任意 点 作 中 心 , 通 过 任何 给 定 的 另 一 点 ,可 以 作 一 圆 ; 

(4) 所 有 直角 都 相等 ; 

(5) 同 平 面 内 如 有 一 条 直线 与 另 两 条 直线 相交 , 且 在 前 一 条 直线 的 某 一 便 


4 第 一 章 ”绪论 :几何 学 一 一 时 间 与 空间 的 数学 


所 交 的 两 内 角 之 和 小 于 两 直角 , 则 后 两 条 直线 无 限 延 长 后 必 在 这 一 侧 相 交 . ( 注 : 
在 承认 了 公设 (1) 一 (4) 的 前 提 下 ,可 推出 “过 给 定 直 线 外 的 一 点 ,至 少 存 在 一 条 
直线 与 给 定 直 线 不 相交 . ”) 

而 第 五 公设 的 一 种 等 价 的 陈述 为 “过 给 定 直线 外 的 一 点 ,至 多 存在 一 条 直线 
与 给 定 直 线 不 相交 .” 

欧 几 里 得 在 此 基础 上 运用 逻辑 推断 ,导出 了 许 许多 多 的 命题 (在 《几何 原本 》 
中 包含 了 465 个 命题 ), 从 而 构成 了 欧 几 里 得 几何 学 . 

通过 这 样 的 演绎 方法 获得 的 知识 系统 ,显示 了 无 可 辩驳 、 绝 对 正确 的 真理 价 
值 ,成 为 人 类 追求 最 高 科学 境界 的 典范 . 几何 ,于 是 越 出 数学 的 范围 ,浸润 着 每 一 
块 科学 园地 . 

在 漫长 的 中 世纪 ,几何 学 在 不 断 完善 之 中 . 人 们 想 改 善 《 几 何 原 本 》 中 的 公理 
体系 . 特别 是 感到 第 五 公设 ( 即 平行 公理 ) 也 许 是 其 他 公理 可 以 推出 来 的 “定理 ” 
很 多 学 者 (包括 一 些 非 常 有 名 的 数学 家 ) 曾 宣称 已 证 明了 平行 公理 能 用 其 他 公理 
推导 出 来 ,但 最 后 发 现 这 些 论证 都 是 不 正确 的 . 

内 巴 切 夫 斯 基 在 1829 年 宣布 :用 平行 公理 的 反 命 题 , 即 用 “过 给 定 直线 外 一 
点 .存在 着 至 少 两 条 直线 与 给 定 直线 不 相交 ”来 替代 平行 公理 ,并 由 这 套 新 的 体 
系 演 绎 出 一 套 与 欧 氏 几何 过 然 不 同 的 命题 ,但 却 并 没有 导致 任何 矛盾 . 这 样 的 几 
何 就 是 非 欧 几何 . 后 来 Poincare 提出 了 一 个 非 欧 几何 的 模型 将 非 欧 几何 学 在 
人 们 已 经 习惯 的 欧 氏 空间 中 实现 出 来 。 自 此 , 非 欧 几何 就 成 了 一 种 令 人 信服 的 、 
“真正 ”的 几何 学 . 

我 们 将 在 第 三 章 进一步 对 此 进行 阐述 。 


第 三 世 ” 欧 氏 衬 间 和 坐标 几何 


欧 几 里 得 的 几何 学 是 现实 世界 最 简单 最 粗略 的 近似 . 他 为 牛顿 的 绝对 时 空 
准备 了 数学 模型 . 在 牛顿 看 来 ,空间 像 一 个 大 容器 ,物体 在 其 中 运动 .静止 . 放 进 
或 移出 ,空间 并 不 会 发 生 什 么 变化 . 另 一 方面 ,时 间 像 一 条 川流不息 的 河流 ,无论 
事件 发 生 或 者 不 发 生 , 时 间 总 是 均匀 不 变 地 流逝 . 因此 ,三 维 的 欧 氏 几何 学 可 以 
描述 空间 一 维 的 欧 氏 空间 ( 数 轴 ) 可 以 描述 时 间 , 两 者 互 不 相干 ,这 是 人 们 最 村 
素 的 时 空 观 ,也 是 现今 大 多 数 人 持 有 的 时 空 观 .在 人 们 日 常生 活 中 ,用 这 样 的 方 
法 摘 述 宁 宙 也 就 可 以 了 了 . 

笛 卡 儿 为 欧 氏 空间 安 上 了 坐标 架 ,使 数 形 结合 起 来 诞生 了 解析 几何 学 . 用 三 
维 的 空间 解析 几何 来 描述 宇宙 ,增加 了 “ 数 ? 的 描 任 手段 ,自然 有 更 大 的 表现 力 . 
但 是 ,这 也 给 和 们 带 来 了 新 的 问题 . 这 就 是 ,坐标 原点 如 何 选择 ? 三 根 两 两 垂直 
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的 坐标 轴 的 指 问 如 何 确定 ? 换 名 话说 ,由 于 宇宙 本 来 没有 坐标 ,坐标 原点 和 坐标 
轴 的 架设 完全 是 人 为 的 ,各 人 可 以 有 各 人 的 介 卡 上 几 坐 标 系 .但 是 空间 中 物体 的 形 
状 . 位 置 和 运动 是 客观 存在 的 ,不 依 坐 标 系 的 选择 不 同 而 有 所 改变 . 例如 ,线段 
AB 的 长 度 . 人 ABC 的 形状 在 各 种 坐标 系 下 应 该 是 一 样 的 . 所 以 说 ,在 解析 几何 
学 中 我 们 所 研究 的 几何 对 象 乃 是 那些 与 坐标 系 选择 无 关 的 量 , 即 在 坐标 变换 下 
的 不 变量 . 
坐标 变换 是 数学 家 所 熟悉 的 . 三 维 欧 氏 空 间 中 的 两 个 坐标 系 O -xyz 和 
Oi -zyiXi, 如 以 O 〇 -xyz 为 基准 ,点 CO 在 坐标 系 O - zyz 中 坐标 为 (di，,d;， 
d;) ,那么 任何 点 A 的 两 种 坐标 (zx,y,z) 和 (x ,vy ,zi ) 之 间 满 足 关系 
XI 二 dir 二 a ya dl, 
» 一 Qziz 十 aizy 十 az 十 ds ， 
21 一 G31TZ 十 as y 十 aiyz 十 da ， 
其 中 (ay ) 是 正 交 本 和 手 阵 . 
如 果 Oz 与 Oizxi 平行 ,那么 坐标 变换 公式 为 
Zl 一 Zcos 0 十 ysSin b+d),， 
一 一 Sin 0 二 ycos 0 十 Cs ， 
Z| 三 之 十 ds， 
其 中 8 是 Or 与 Oizi 的 夹 角 . 这 是 平面 坐标 系 的 平移 与 旋转 . 欧 氏 几何 正 是 研 
究 在 上 述 变 化 下 的 不 变性 问题 ,如 保持 长 度 与 角度 不 变 , 保 持 全 等 与 相似 不 变 ， 
图 形 面 积 不 变 等 等 . 高 等 代数 告诉 我 们 ,全 体 正 交 西 变换 构成 群 ( 欧 氏 变换 群 )， 
欧 氏 几何 正 是 研究 这 一 群 下 的 不 变量 的 几何 学 . 
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大 家 知道 笛 卡 儿 在 欧 氏 空间 中 引入 了 直角 坐标 系 后 ,利用 数 形 结合 就 形成 
了 解析 几何 学 .但 是 在 解析 几何 学 中 一 般 只 处 理 点 .直线 .平面 .二 次 曲线 、 二 次 
曲面 等 几何 对 象 , 这 是 因为 将 图 形 转 化 为 数据 以 后 ,第 卡 儿 仅 用 初等 代数 学 来 处 
理 这 些 数 据 . 随 着 微 积分 的 发 展 ,分 析 学 也 进入 了 几何 学 ,所 以 可 以 利用 微 积 分 
来 揭示 出 曲线 、 曲 面 在 其 一 点 附近 的 弯曲 程度 ,这 就 形成 了 三 维 欧 氏 空间 中 曲线 
和 曲面 的 微分 几何 学 . Gauss 在 这 方面 有 着 杰出 的 贡献 . 曲面 论 的 主要 想法 是 把 
用 参数 (u,v) 表 示 的 曲面 上 两 个 无 限 邻 近 点 之 间 的 距离 ds 表示 成 ds* = Edu? 十 
2Fdudv 十 Gdv ,其 中 ,FF,G 都 是 参数 u,v 的 函数 . 我 们 称 抢 阵 


po 
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时 间 与 空间 的 数学 
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为 该 曲面 的 度量 矩阵 ,曲面 上 的 许多 弯曲 的 性 质 都 可 用 度量 矩阵 刻 通 出 来 . 

到 了 1854 年 , 歼 曼 提出 了 现今 人 们 称 之 为 “ 黎 曼 几何 学 ”的 思想 ,在 已 采用 
了 坐标 系 {z ,一 ，…… 和 xz 的 2 维 空间 中 ,他 引入 了 无 限 邻 近 的 两 点 (并 
zz) 和 (zl 十 dzz 十 dz yz 十 dz) 之 间 的 “上 星 离 ?ds 的 概念 ,ds: 可 用 dzl， 
dz ，… ,dzr” 的 一 个 正定 二 次 型 来 表 出 : 


ds = >》 Bi (Z)dz dz ， 
1 一] 


其 中 (Cgv ) 是 一 个 正定 矩阵 . 

后 来 人 们 将 这 种 带 有 度量 dy 的 空间 称 为 黎 曼 空间 . 欧 氏 几何 是 一 种 最 简 
单 的 黎 曼 几何 ,这 时 的 gs —$;， 

ds 二 (dx) 十 (dr 十 … 十 (dx')?， 

利用 度量 dy, 我 们 可 以 导出 黎 曼 空间 中 曲线 的 弧 长 .区 域 的 面积 .向 量 的 平 
行 移动 等 几何 概念 ,并 由 此 发 展 成 一 种 克 新 的 几何 学 . 

后 来 Minkowski,Lorentz 等 人 再 将 黎 曼 几何 中 度量 正定 性 的 限制 去 掉 , 即 
gz) 也 可 以 不 是 正定 的 (但 要 求 它 是 非 退化 的 ) ,这样 就 导出 了 Lorentz 几何 ， 
这 时 


ds’ -一 2》, By (xX) dx' dz’ 4 
ij 一 ] 


其 中 和 矩阵 Cg; ) 是 一 个 非 正 定 的 ,但 行列 式 不 等 于 0 的 和 矩阵 . 特别 地 , 当 
十 1 0 + 0 
-1 ... 0 
(gy ) = 。 
0 0 . —l 
时 , 称 这 种 Lorentz 空间 为 Minkowski 空间 . 
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直至 19 世纪 末 , 歼 曼 几 何 学 或 Lorentz 几何 学 仍 停 留 在 纯 理 论 的 发 展 阶 
段 .但 到 了 20 世纪 初 ,局 面 有 了 明显 的 变化 . 大 家 知道 ,数学 是 一 门 研究 现实 世 
者 中 的 数量 关系 和 空间 形式 的 科学 . 长 时 期 以 来 ,人 们 习惯 地 认为 欧 几 里 得 空间 
是 现实 空间 的 一 种 最 好 的 描述 . 牛顿 就 采用 欧 儿 里 得 空间 来 描述 物体 所 在 的 空 
间 . 在 牛顿 力学 中 ,时 间 是 绝对 的 ,时 间 和 空间 是 两 种 类 型 截然 不 同 的 参量 . 如 果 
在 三 维 欧 氏 空间 中 选用 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 {O;zyy,z}, 则 物体 在 时 刻 上 的 空间 
位 置 可 用 (t,xz,y,z) 来 表示 . 如 果 将 坐标 系 {O;z,y,z}) 沿 z 轴 按 常 速 a 作 平 移 运 
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动 ( 无 转动 ) , 则 运动 坐标 系 {O ;x ,y ,z }) 与 静止 坐标 系 {0;z,y,z}) 之 间 的 变换 
关系 为 

7 =x—at, 

y =y, 

z 一 >， 
于 是 同一 质点 在 这 两 个 不 同 坐 标 系 中 所 观察 到 的 速度 是 不 同 的 ,质点 在 静止 坐 
标 系 1{1O;zyy,z} 中 的 速度 向 量 芯 = (vw; ,wv,，,v;) 与 在 运动 坐标 系 {O ;x ,y ,zx } 中 


的 速度 向 量 v 二 (vw' ,v', ,wv ) 之 间 有 下 面 的 关系 ; 


wd df “« * « 
dy dy 
” dt dt >” 
dz dz_, 

di dr 呈 


但 是 从 19 世纪 末 所 发 现 的 著名 的 Michelson 实验 (1881) 中 知道 ,在 这 两 个 
不 同 的 惯性 系 下 所 测 到 的 光速 ( 即 光子 的 速度 ) 却 总 是 相同 的 . 这 一 个 现象 是 很 
难 用 牛顿 力学 的 理论 去 解释 的 . 1905 年 Einstein 提出 了 狭义 相对 论 ,他 认为 时 
间 和 空间 应 该 融合 在 一 起 ,成 为 四 维 时 空 . 而 称 (i,x,y,z) 为 四 维 时 空中 的 一 个 
事件 . Einstein 认为 这 个 四 维 时 空 的 几何 学 应 该 是 Minkowki 几何 学 , 即 两 个 无 
限 邻 近 的 事件 (it zyy,z) 和 (十 dtz 十 dzryy 十 dyyz 十 dz) 之 间 的 “上 距离 ”( 物 理 中 
称 为 “时 空间 隔 ”)ds 应 满足 

ds’ =c df:—dr’—dy’— dz’, 

而 两 个 惯性 系 之 间 的 坐标 变换 应 使 无 限 邻 近 的 两 个 事件 之 间 的 “时 空间 隔 ” 保 持 
不 变 . 于 是 Einstein 推算 出 在 Minkowski 时 空中 ,上 述 两 个 惯性 系 之 间 的 坐标 
变换 应 该 是 


1 Tat 
村 一 5 全 
{ 
! 一 人 (全 
C 
ft 
区 ys 
+ 
之 一 和 之， 
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称 这 种 变换 为 Lorentz 变换 . 利用 Lorentz 变换 ,质点 在 坐标 系 1O;zyyy zl 中 的 
速度 向 量 (wu wo)= ( 衬 , 昱 , 昱 ) 与 在 坐标 系 fO'iz',y ,= )} 中 的 速度 向 量 


dz 
) = dr dy dz 
了 Uv ,了 1 
(Tr dt | 
之 间 应 有 下 述 关 系 : 
: Ur 
Ty. | 0 时 
lv 7 
5 
a 
a 
上 一 全 3 
站 
有 上 一 二 
| 1 一 上 乞 
C 


即 它 是 使 Minkowski 几何 学 中 的 度量 
ds’ =c’ df —dr:—dy’—dxz’ 
保持 不 变 的 一 种 变换 ,即使 得 
cdt‘—dr*~—dy’:—dz’:=cdti—dr:—dy’ ~ dz’. 
特别 地 ,如 光子 沿 x 轴 以 光速 c 运行 , 即 
Uc, UV, 二 0, wv, 二 0,， 
则 由 Lorentz 变换 所 导出 的 速度 变换 公式 得 知 ,光子 在 惯性 系 {0 ;zy ,zx') 下 
的 速度 为 


Eo | a Cs 
v 二 0， 
一 (0 
这 样 ,Einstein 就 圆满 地 解释 了 光速 不 变性 .在 此 基础 上 ,Einstein 得 出 了 著名 的 


质 能 公式 二 me 

随 春 狭义 相对 论 的 巨大 成 功 ,Einstein 在 1915 年 又 提出 了 著名 的 广义 相对 
论 ,用 来 解释 引力 的 由 来 . 他 认为 由 于 物质 分 布 的 存在 ,使 得 四 维 时 空 产 生 了 恋 
曲 . 妈 这 时 的 四 维 时 空 的 几何 学 应 该 是 Lorentz 几何 学 ,而 光线 运行 的 空间 轨迹 
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是 由 四 维 时 空 的 Lorentz 几何 中 的 测 地 线 ( 即 短程 线 ) 对 其 三 维 空间 部 分 的 投影 
所 确定 的 ,而 表征 物质 分 布 的 能 量 动量 张 量 T, 与 表征 四 维 Lorentz 时 空 讨 曲 程 
度 的 度量 g, 之 间 要 满足 著名 的 Einstein 场 方 程 : 


Kk; -Fg = ;: 


其 中 R, 是 由 度量 g, 所 确定 的 Ricci 张 量 ,R 是 由 g, 所 确定 的 数量 曲率 . 

Einstein 场 方程 是 一 个 关于 度量 g; 的 偏 微 分 方程 组 . 根据 Einstein 场 方程 
的 一 个 特 解 -一 一 Schwarz Schield 真空 解 ,Einstein 提出 了 广义 相对 论 的 二 大 实 
验 验证 :水 星 近 日 点 的 进 动 ,光线 的 重力 偏转 ,引力 红 移 ,从 而 确立 了 广义 相对 论 
的 正确 性 . Einstein 广义 相对 论 的 成 功 极 大 地 推动 了 黎 曼 几何 学 在 20 世纪 的 飞 
速 发 展 . 


第 二 章 度量 几何 学 


最 早 的 几何 学 从 度量 开始 . 通常 说 ,尼罗河 泛滥 产生 了 几何 学 .中 国 古 代 的 
数学 也 是 从 几何 度量 开始 的 .《 九 章 算术 ) 的 第 一 章 就 是 “ 方 田 ”, 内 容 是 土地 面积 
的 测量 . 此 外 ,埃及 .巴比伦 和 中 国都 先后 发 现 了 有 关 直 角 三 角形 三 边 之 长 平方 
关系 的 定理 (我 国 称 之 为 勾 股 定理 ). 这 是 度量 几何 的 光辉 成 就 . 

古 希 腊 将 度量 几何 学 推 向 了 首 峰 . 其 中 包括 线段 的 长 度 及 其 比例 关系 ,图 形 
的 面积 ,相似 图 形 的 面积 之 比 , 通 过 线段 的 可 公 度 与 否 的 研究 ,发现 无 理 数 , 圆 的 
面积 导致 x 的 计算 . 源 于 度量 的 几何 学 ,形成 了 一 个 个 美丽 的 数学 山峰 . 

这 一 章 ,我 们 将 用 现代 数学 的 观点 审视 几何 的 度量 问题 . 主要 涉及 :不 可 公 
度 思想 与 无 理 数 以 及 弧度 , 微 积 分 方法 与 曲 边 梯 形 面积 ,从 有 限 可 加 的 长 度 到 可 
列 可 加 的 测度 . 


第 一 证 ”线段 和 图 踊 的 长 度 


度量 几何 的 出 发 点 是 直线 段 的 度量 . 各 种 文明 社会 都 有 自己 的 度量 衡 制度 . 
其 中 的 “ 度 ” 即 指 “ 长 度 ”. 它 告诉 人 们 什么 是 长 度 为 1 的 线段 , 即 单 位 长 度 ,也 称 
为 尺度 . 

长 度 的 本 质 是 给 直线 上 的 某 些 几何 对 象 玉 以 某 种 度量 , 即 赋予 某 一 个 非 负 
的 实数 LE)., 这 些 对 象 玉 称 为 ! 可 测 . 任何 长 度 都 需要 满足 以 下 的 性 质 : 

1. 长 度 是 非 负 的 数 . 单位 线段 [0,1j 的 长 度 是 1. 一般 地 ,La,5j] 的 长 度 是 6 一 a. 

2. 长 度 是 运动 不 变 的 . 即 一 个 物体 的 长 度 无 论 放 在 什么 地 方 (经 过 平移 、 旋 
转 .反射 变换 的 移动 ) 长 度 都 是 一 样 的 . 

3. 长 度 具 有 有 限 可 加 性 . 即 两 两 不 相交 的 线段 之 并 的 长 度 , 等 于 各 个 线段 
长 度 之 和 . 

这 三 条 可 以 看 成 长 度 公 理 . 

尺 规 作 图 可 以 不 用 长 度 的 数值 ,但 是 要 用 到 长 度 公 理 的 2 和 3. 例如 ,将 已 
知 线段 搬 到 另 一 位 置 ,在 某 直 线 上 截取 与 已 知 线段 等 长 的 线段 ,就 会 用 到 运动 不 
变性 . 连续 截取 几 个 线段 (彼此 不 相交 ) ,其 总 长 度 为 各 个 线段 之 和 . 

线段 的 和 与 差 , 其 结果 是 长 度 的 和 与 差 ,这 是 显然 的 事 .线段 运算 的 下 一 个 
难题 是 等 分 . 任何 线段 可 以 用 尺 规 作 图 的 方法 ,分 成 若干 等 份 . 特别 地 ,单位 线段 


第 一 节 ”线段 和 图 路 鸭 长 展 11 


可 以 分 成 10 等 份 . 每 一 等 份 的 长 度 是 1/10. 这 样 ,我 们 可 以 衡量 出 某 些 长 度 为 
有 理 数 的 线段 . 这 些 想 法 可 以 说 十 分 简单 ,任何 人 都 容易 想到 . 

接着 , 便 是 古 希 腊 一 项 惊人 的 发 现 : 不 可 公 度 量 的 存在 , 邵 出 现 无 理 数 . 至 于 
他 们 如 何 得 到 这 一 -结论 ,已 经 无 法 确切 地 知道 . 一 般 的 推测 如 下 ( 梁 宗 巨 . 世界 数 
学 通史 ,沈阳 :辽宁 教育 出 版 社 ,2001:241 一 242) : 

(1) 用 加 转 相 截 的 方法 求 正 方形 的 边 与 对 角 线 的 公 度 ,发现 公 度 根 本 不 存在 . 

如 图 2- 1,BC 是 正方 形 的 一 边 ,AC 是 对 角 线 , 现 求 两 者 的 公 度 . 先 在 AC 
上 截取 DPC= BC, 作 DE」AC, 交 AB 于 E, 易 知 AD= 二 DE==EB. AC 截 去 DC 后 
剩 下 的 一 段 AD<AE<A4B=BC. 下 一 步 应 该 在 BC 上 截取 等 于 AD 的 线段 ,但 
AB 二 BC, 故 也 可 以 在 AB 上 截取 . 截取 EB= AD 之 后 , 剩 下 的 AE, 正 好 是 以 
AD 为 边 的 正方 形 的 对 角 线 . 于 是 情况 又 和 开始 时 一 样 , 以 下 的 步骤 只 是 重复 上 述 
的 手续 ,这 种 重复 永远 不 会 完结 . 因此 不 可 能 存在 公 度 . 即 AC 与 AB 不 可 通 约 . 

(2) 用 同样 的 方法 求 正 五 边 形 的 一 边 与 对 角 线 的 公 度 ,或 者 将 一 个 线段 分 
为 中 末 比 之 后 , 求 大 、 小 两 部 分 线段 的 公 度 ,最 后 证 明 公 度 不 存在 . 

正 五 边 形 的 五 条 对 角 线 构成 一 个 五 角 星 形 , 它 的 中 心 形 成 一 个 小 正 五 边 形 
(图 2 -2). 容易 证 明 AB 一 AD== EC,AE== DC= FG. 现在 求 一 边 AB 与 对 角 线 
AC 的 公 度 . 先 在 AC 上 截取 4D =A4B, 剩 下 一 小 段 DC< EC=AB, 下 -- 步 应 该 
用 DC 或 AE 去 截 4AD,4D 截 去 4 后 剩 下 的 ED 是 小 正 五 边 形 的 一 边 ,而 
FG 一 AE 是 对 角 线 . 接着 应 该 是 用 ED 去 截 AE 或 FG. 于 是 又 重复 上 述 求 正 五 
边 形 的 一 边 与 对 角 线 的 公 度 的 手续 . 而 且 永 远 这 样 重复 下 去 ,所 以 不 存在 公 度 ， 


4 E B 
图 2-1 图 2-2 
由 上 可 见 ,线段 的 长 度 是 和 数 的 发 展 联系 在 一 起 的 ,无 理 数 则 完全 由 几何 学 
研究 而 催生 . 


除了 不 可 公 度 线段 的 研究 之 外 ,圆周 长 的 度量 也 导致 无 理 数 x 的 诞生 . 圆周 
& 计 算 的 另 一 个 重大 作用 是 产生 了 角度 的 弧度 制 . 我 们 把 一 个 单位 圆 的 圆心 角 ， 
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用 它 相 对 的 圆 弧 的 长 度 来 表示 . 这 样 ,就 将 线段 长 度 和 和 角 的 度量 统一 起 来 了 . 

现在 ,我 们 的 问题 是 ,为 什么 非 要 实行 弧度 制 . 用 360 度 的 角度 制 有 什么 不 
便 呢 ”事实 上 ,在 中 学 阶段 处 理 sin x,cos zytany 等 三 角 比 和 三 角 函 数 的 数值 ， 
作 恒 等 变换 ,用 余弦 定理 等 等 ,用 不 用 弧度 制 都 关系 不 大 . 最 重要 的 用 处 是 在 微 
积分 教学 中 ,那里 有 -一 个 根本 的 性 质 : 

当 x 一 0 的 时 候 ,jimsin x/r=1. 

这 里 必须 用 弧度 . 原因 是 角 的 大 小 度量 和 函数 值 sinx 的 大 小 出 现在 同一 
个 式 子 里 ,它们 必须 有 相同 度量 单位 . 

微 积分 中 三 角 涌 数 的 导数 公式 ,都 是 从 这 一 性 质 推 演出 来 的 . 由 于 高 中 的 基 
础 教育 ,要 为 大 学 打 好 基础 .所 以 高 中 阶段 要 把 弧度 制 介绍 一 下 ,熟练 地 用 x/2， 
2r 等 符号 表示 角 的 大 小 . 

曲线 的 长 度 , 用 初等 方法 难以 处 理 . 例如 ,必须 用 微 积 分 方法 才 可 以 求 椭 圆 
的 弧 长 ,是 一 个 定 积 分 ,而 且 是 积 不 出 的 ( 即 不 能 用 初等 函数 加 以 表示 ). 


第 一 节 ”面积 和 体积 


有 了 线段 的 长 度 之 后 ,就 可 以 求 某 些 平面 图 形 的 面积 和 立体 图 形 的 体积 了 . 
以 下 是 我 们 求 平 面 图 形 面积 的 步骤 . 


一 、 多 边 形 的 面积 (出 入 相 补 ) 


对 于 用 直线 段 构成 的 图 形 ,我 们 很 容易 得 到 它们 的 面积 . 

1， 因 为 有 线段 长 度 ,我 们 可 以 定义 边 长 为 e 的 正方 形 的 面积 为 a 

2. 有 了 正方 形 的 面积 ,我 们 可 以 设法 把 矩形 分 割 为 正方 形 ,然后 再 加 起 来 . 
这 在 矩形 的 两 个 边 长 都 是 有 理 数 的 时 候 , 很 容易 做 到 . 如 果 是 无 理 数 , 则 还 得 用 
有 理 数 边 长 的 矩形 的 面积 来 逼近 ,相当 麻烦 . 因此 ,也 可 以 把 两 步 并 为 一 步 ,直接 
规定 矩形 的 面积 是 长 乘 宽 . 正方 形 的 面积 仍然 是 边 长 的 平方 . 

3. 三 角形 的 面积 是 底 乘 高 的 一 半 . 这 可 由 割 补 方法 得 到 ,即将 任意 的 三 角 
形 补 充 两 个 直角 三 角形 可 以 构成 矩形 (图 2 -3), 于 是 三 角形 的 面积 是 矩形 的 
1、 多边形 可 以 分 割 为 一 些 矩形 和 三 角形 ,其 面 | 
积 自然 是 这 些 矩形 和 三 角形 面积 之 和 . 特别 地 ,可 以 | 
很 容易 获得 平行 四 边 形 .等 腰 梯 形 等 特殊 多 边 形 的 
面积 

以 上 四 步 ,处 理 了 直线 形 的 面积 问题 . 主要 方 
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法 是 割 补 . 中 国 古 代数 学 称 之 为 “出 人 相 补 ?方法 . 
一 、 曲 边 梯 形 的 面积 (内 填 外 包 极 限 法 ) 


市 希 腊 数 学 家 曾经 企图 用 这 样 的 割 补 方法 获得 其 他 图 形 的 面积 ,但 是 没有 
获得 成 功 . 著名 的 二 大 尺 规 作 图 问题 之 一 的 化 圆 为 方 问题 ,如 果 成 功 , 岂 不 是 就 
能 有 几 正方 形 面 积 求 得 圆 面 积 了 吗 ? 由 于 是 超越 数 , 用 直 尺 圆规 不 可 能 作出 超 
越 数 的 长 度 来 . 

于 是 .寻求 像 加 面积 这 样 的 问题 ,必须 采用 新 的 思路 . 公元 前 400 多 年 , 古 希 
腊 的 安 提 直 提出 计算 加 面积 的 “穷竭 法 ”, 即 用 正方 形 、 正 8 边 形 , 正 16 边 形 等 等 
去 内 接 填补 ,一 直下 去 , “穷竭 ”之 后 ,就 可 以 从 这 些 正 多 边 形 的 面积 得 到 贺 的 面 
积 . 我 国 的 刘 徽 在 公元 263 年 提出 “ 割 贺 法 ”, 虽 然 晚 了 很 多 年 ,但 是 精神 是 一 样 
的 . 它 从 正 6 边 形 开始 ,每 次 将 边 数 加 倍 , 边 数 越 多 ,多边形 面积 就 和 圆 面积 越发 
接近 .“ 荐 之 弥 细 ,所 失 弥 少 , 割 之 又 割 , 乃 至 不 可 割 , 则 与 圆周 合体 而 元 所 失 癸 1” 

这 里 所 用 的 数学 思想 是 ;内 填 多 边 形 , 青 取 
极限 . 大 数学 家 阿 基 米 德 (公元 前 287 一 前 212) 
用 这 种 方法 证 明了 :“ 抛 物 线 弓 形 面 积 是 间 底 等 
商 的 二 角形 的 4/3” 如 图 2-4 抛物 线 弓 形 
P,VP; 是 内 接 的 三 角形 PVP，, 面积 A 的 4/3. 
不 断 增 加 如 图 中 的 三 角形 P; Qi1V ,VQ;P; 等 ,将 
得 到 面积 数 

(4/3)A—(1/3)(1/4" ')A. 
当 22 时 ,就 得 到 了 所 要 求 的 结果 ，. 

阿 基 米 德 的 这 一 成 就 ,是 后 来 积分 学 产生 的 
先导 . 做 积 分 学 中 用 征 积 分 求 曲 边 梯 形 面 积 , 正 
是 用 分 割 得 来 的 内 填 和 矩形 和 外 包 和 矩形 的 面积 加 以 近似 , 当 分 割 越 来 越 细 时 ,这 些 
种 形 面积 总 和 的 极限 就 得 到 了 . 

这 样 我 们 在 求 平面 图 形 面积 的 道路 上 ,前 进 了 一 大 步 . 我 们 知道 ,椭圆 的 面 
积 是 re .其 中 wo 分 别 是 椭圆 的 长 短 半 轴 . 

对 于 多 边 形 来 说 ,用 割 补 法 直接 求 得 的 面积 和 用 内 填 外 包 取 极限 得 来 的 面 
各 是 -- 样 的 . 
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我 们 经 常 接触 的 空间 几何 体 , 如 棱柱 . 棱 台 、 圆 锥 、 圆 柱 等 ,其 体积 和 表面 积 


14 第 二 章 ”度量 几何 学 


都 比较 容易 用 初等 方法 求 得 . 这 是 因为 圆锥 和 圆柱 的 表面 都 可 以 展开 为 平面 图 
形 (可 展 曲 面 ) ,而 球面 不 是 可 展 的 ,所 以 求 球 的 面积 比较 困难 . 
如 果 运 用 微 积分 学 中 的 重 积分 ,我 们 可 以 很 容易 地 获得 球 的 体积 公式 
YY 一 (4/3)rR ， 

球 的 体积 可 以 用 和 矩形 为 底 的 正 楼 柱 体 之 并 来 通 近 ,也 可 以 采用 旋转 体 的 方 
法 获得 . 

运用 祖 旺 原 理 , 也 可 以 用 初等 方法 ,从 内 接 圆柱 体 的 体积 推出 球 的 体积 
公式 . 

为 求 半径 为 R 的 球 的 体积 ,可 以 先 研究 半径 为 R 的 半球 即 可 ,为 应 用 祖 蜡 
定理 ,需要 构造 一 个 易 求 体积 的 几何 体 ,使 它 和 半球 可 夹 在 两 个 平行 平面 之 间 ， 
且 当 平行 于 这 两 平面 的 任 一 平面 去 截 它们 时 , 截 得 的 截面 积 总 相等 . 

为 此 ,我 们 取 一 个 底面 半径 和 高 等 于 R 的 圆柱 ,从 圆柱 中 挖 去 一 个 以 圆柱 
的 上 底面 为 底面 ,下 底面 圆心 为 顶点 的 圆锥 ,把 所 得 的 几何 体 和 半球 放 在 同一 平 
面 c 上 (图 2 - 5) ,因为 圆柱 的 高 为 尺 , 所 以 这 两 个 几何 体 可 夹 于 两 个 平行 平面 
之 间 . 


AAAALAAAAAA a 
dh 


2 ES 
一 
0 


图 2-5 
用 平行 于 平面 a 的 任 一 个 平面 去 截 这 两 个 几何 体 ,截面 分 别 是 圆 面 和 圆 环 
面 . 如 果 截 面 与 平面 c 相距 为 ! ,那么 截面 圆 半 径 ~=vw 尺 一 下, 圆 环 面 的 大 圆 半径 
为 下 ,小 圆 半径 为 5 因为 AOOB 为 等 腰 三 角形 ). 因此 
地 而 男 一 Xr 二 XC(R’ 一 PL?)， 
S 因 环 面 面积 一 TR 一 Xl 二 x(R’ 一 ZL),， 
所 以 沪 裁 而 轩 一 今 加 环 面 
根据 祖 蜡 定 理 , 这 两 个 几何 体 体积 相等 , 即 


ly RR lp,.p 2 ps 
让 NnR :Rk 37k R a TK, 


所 以 Va = SnR’. 
球 的 体积 也 可 用 极限 来 求 . 


nn he i 
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至 于 球 的 表面 积 公 式 :S 二 4xR ,不 容易 用 初等 方法 直接 求 得 ,但 用 微 积 分 
方法 却 非常 简单 . 这 里 要 指出 的 是 ,如 果 用 球 的 体积 公式 , 则 容易 导出 球 的 表面 
积 公式 . 事实 上 , 球 的 体积 可 以 看 成 许多 底面 为 球面 一 部 分 的 校 锥 的 并 ,它们 以 
球 心 为 顶点 ,各 个 棱锥 底面 之 并 是 球面 . 当 棱 锥 分 得 很 细 时 ,棱锥 的 底面 可 以 看 
作 是 平面 .由 于 校 锥 的 体积 是 底 乘 高 的 三 分 之 一 .所 以 用 极限 的 观点 ,可 以 认为 
蒜 的 体积 是 球 的 半径 和 球面 乘积 的 三 分 之 一 . 于 是 ,我 们 有 : 

(1/3)RS= (4/3)xR’, 


简化 即 得 
S=4xR’. 
这 里 ,我 们 再 引用 大 数学 家 阿 基 米 德 在 4 方法 》 一 书 中 的 原始 猜想 ,看 看 古人 
是 怎样 想 的 ， 


“一 个 球 的 体积 是 以 它 的 大 略为 底 , 以 它 的 半径 为 高 的 圆锥 体积 的 四 倍 , 由 
此 定理 使 我 想到 :一 个 球面 的 面积 是 它 的 大 轿 面 积 的 4 倍 . 这 是 因为 ,鉴于 一 个 
加 的 面积 等 于 一 个 高 为 半径 \ 底 边 等 于 圈 周 的 三 角形 的 面积 ,可 以 类 似 地 知道 ， 
一 个 球 的 体积 等 于 某 个 辕 锥 的 体积 ,其 底面 等 于 球面 ,高 等 于 球 的 半径 .” 
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长 度 ,面积 ,体积 ,是 我 们 耳熟能详 的 名 词 , 也 是 时 常 使 用 的 概念 . 从 幼 时 开 
始 ,我 们 就 有 面积 大 小 ,体积 大 小 的 思考 .进入 学 校 , 就 学 习 各 种 求 面 积 和 体积 的 
方法 .但 是 ,我 们 从 来 没有 给 面积 和 体积 下 过 定义 . 

那么 ,什么 是 面积 (体积 ) 的 定义 呢 ? 

在 第 一 节 中 ,我 们 给 出 了 长 度 公 理 . 其 实 , 它 也 可 以 扩充 为 面积 .体积 的 
公理 . 

定义 1 如 果 对 于 平面 (空间 ) 上 的 一 族 集 合 {E}, 族 中 的 每 一 个 集合 互 ,都 
对 应 一 个 实数 m(E), 且 满足 以 下 的 人 性质， 

1. ( 非 负 性 )m(E) 实 0; 

2. (运动 不 变性 ) 如 果 集 合 记 经 过 刚体 运动 变 为 集合 EE, 则 m(E) 二 m(E'); 


3. 《有限 可 加 性 ) 若 巨 ,EE ,…,EE, 是 {E} 中 两 两 不 相交 的 集合 ,那么 m( UE.,) — 


Sm(E), 

4. 《正则 性 ) 知 Q@ 是 长 、 宽 分 别 为 a,b 的 矩形 , 则 mr(Q) 二 ab( 立 方 体 情形 为 
m{(Q) =abc). 

则 称 集 合 泪 数 m 为 定义 在 集合 族 {E} 上 的 面积 (体积 ). 
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我 们 通常 所 说 的 面积 和 体积 显然 都 满足 上 述 定义 . 只 是 在 不 同 阶段 ,集合 族 
的 范围 不 同 . 以 平面 上 的 面积 为 例 , 有 面积 的 范围 从 和 抢 形 到 三 角形 ,多 边 形 ,然后 
用 微 积 分 方法 扩充 到 某 些 曲 边 梯形 . 这 样 的 不 断 扩 充 , 仍 然 保持 以 上 的 四 条 性 质 

那么 ,用 黎 曼 意义 下 的 定 积分 方法 , 求 出 的 “有 面积 图 形 ” 的 范围 是 否 足 够 
大 ? 看 来 还 不 够 . 这 就 是 测度 问题 . 我 们 如 果 将 上 述 二 维 ( 三 维 ) 集 合 的 面积 ( 体 
积 ) 公 理 中 的 第 二 条 有 限 可 加 性 ,扩展 为 可 列 可 加 性 , 那 就 成 为 二 维 ( 三 维 ) 的 测 
度 公 理 了 . 

定义 2( 勒 贝 格 测度 公理 ) ”如 果 对 于 平面 (空间 ) 上 的 一 族 集合 {E} (对 可 列 
并 运算 及 差 运 算 封 闭 ) ,使 得 族 中 的 每 一 个 集合 已 ,都 对 应 一 个 实数 m(E), 日 满 
是 以 下 的 性 质 . 

1. 〈 非 负 性 )m (五 ) 之 0; 

2. (运动 不 变性 ) 如 果 和 集合 玉 经 过 刚体 运动 变 为 集合 EE, 则 m(E)= 
ji( 天 ) ; 

3 《可 列 可 加 性 ) 吞 Ei,E,,… ,FF,,… 是 {EE} 中 两 两 不 相交 的 集合 ,那么 


1 


m( LU E, ) 一 Dm(lE,); 

4. 《正则 性 ) 帮 Q@ 是 长 、 宽 分 别 为 a,b 的 矩形 , 则 m(Q)= 二 ab( 立 方 体 情形 为 
m(Q) = abec). 

那么 ,我 们 称 m 是 定义 在 二 维 ( 三 维 ) 欧 氏 空间 上 的 勒 贝 格 测度 . {EE} 中 的 集 
合 称 为 可 测 集 . 

对 于 一 维 情形 ,上 述 勒 贝 格 测度 概念 就 是 长 度 概念 的 扩充 . 

申 于 满足 可 列 可 加 性 ,m 可 测 集合 的 范围 就 扩大 了 . 为 了 简单 起 见 , 我 们 只 
讨论 一 维 的 情况 . 

长 度 和 测度 的 区 别 在 于 从 有 限 可 加 性 扩展 到 可 列 可 加 性 .有 测度 的 集合 也 
大 大 扩充 了 . 它 不 再 限于 线段 及 其 有 限 并 . 它 由 可 列 可 加 性 可 以 得 出 许 许多 多 有 
测度 的 点 集 . 例如 [0,1j] 中 的 有 理 数 集 R 和 无 理 数 集 S ,都 有 测度 . 


CE 


m(R) = Smer,) = >.0=0. 
:= 1 


L0,1j 中 有 理 数 全 体 是 可 列 的 , 故 可 写 为 ,ro,…,r;，,…, 另 一 方面 ,1 二 m([0,1]) = 
mRUS)=m(R)+m(S) =m(Ss). 

长 度 和 测度 的 区 别 也 可 以 从 内 填 外 包 的 角度 进行 分 析 . 一 个 集合 的 长 度 正 
是 内 填 不 相交 的 有 限 个 区 间 的 长 度 之 和 的 上 确 界 ,也 是 用 有 限 个 包 住 该 集 区 间 
的 长 度 之 和 的 下 确 界 . 而 一 个 集合 的 测度 则 是 将 上 列 叙 述 中 的 “有 限 ” 改 为 “可 
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列 ”, 内 填 可 列 个 区 间 的 长 度 的 上 确 界 称 为 内 测度 ,外 包 可 列 个 区 间 的 长 度 的 下 
确 界 称 为 外 测度 ,内 外 测度 相等 称 为 该 集 的 测度 . 

[0,1] 中 有 理 数 集 RR 的 长 度 是 等 于 零 的 ,因为 R 中 填 不 进 任何 区 间 , 故 若 有 
长 度 ,其 长 度 应 该 是 0, 但 要 外 包 尺 的 区 间 至 少 应 该 是 L0,1J, 其 长 度 又 该 是 1, 这 
就 会 引起 下 后 . 

但 是 六 却 可 以 有 测度 .六 中 填 不 进 任何 区 间 , 故 其 内 测度 应 该 是 0.R 可 以 


生成 六 a "., 今 任 给 e 盖 0, 对 每 个 rn 用 长 度 为 方 的 区 间 a 盖 住 , 则 
RCIJL, 
n= 二 1} 
而 Om) < 充 二 
n 二 ] ?一 ] 


故 外 测度 比 任 何 正 数 s 都 小 ,因而 也 只 能 是 0, 所 以 R 是 有 测度 的 ,其 测度 为 0. 

在 实 变 函数 论 中 ,对 测度 作 了 详细 的 研究 . 用 内 填 闭 集 、 外 包 开 集 的 内 填 外 
包 法 可 以 展开 测度 论 ( 那 汤 松 的 《 实 变 函 数论 》)), 也 可 以 用 测度 扩张 的 卡拉 泰 奥 
多 里 的 方法 从 区 则 的 长 度 过 渡 到 可 测 集 的 测度 ( 江 泽 坚 的 《 实 变 取 数论 》) ,这 里 
就 不 更 述 了 . 

那么 是 否 能 做 到 使 每 个 集合 都 有 测度 昵 ? 实 变 函数 告诉 我 们 ,对 可 列 可 加 
测度 来 说 ,总 存在 着 不 可 测 集 , 即 不 可 能 每 个 集 都 可 测 . 但 Banach 证 明了 一 个 定 
理 : 如 打眼 于 一 维和 二 维 空间 ,放弃 可 列 可 加 性 ,只 要 求 有 限 可 加 性 ,那么 有 办 法 
做 到 每 个 集合 都 有 “长 度 ”. 但 当 n 宇 3 时 ,R" 中 任何 有 限 可 加 的 长 度 也 不 能 扩展 
到 一 切 集合 上 , 即 总 有 集合 没有 长 度 . 这 是 很 出 人 意外 的 ， 

现代 测度 论 的 研究 ,将 经 典 的 长 度 、 面 积 概念 向 各 个 方向 不 断 推广 . 在 概率 
论 中 ,一 点 的 测度 不 必 为 0, 一 个 区 间 [La ,的 的 测度 不 必 是 85 一 a, 任 何 集合 的 概率 
测度 于 在 0 和 1 之 间 . 测度 值 也 可 以 是 负 的 .在 一 般 拓 扑 空 间 里 ,没有 区 间 之 类 
的 基础 图 形 .就 用 闭 集 、 开 集 为 材料 导出 内 测度 和 外 测度 ,照样 展开 测度 论 . 运动 
不 变性 的 要 求 也 可 以 放松 ,例如 只 要 求 平移 不 变性 . 于 是 在 群 上 也 可 定义 测度 ， 
即 所 浓 哈 尔 测度 .但 是 正如 前 述 ,可 列 可 加 性 这 一 条 是 不 变 的 . 

由 于 出 现 了 测度 概念 ,古老 的 化 圆 为 方 问题 也 出 现 了 新 局 面 . 波兰 著名 数学 
家 Banach 和 Targki 在 1924 年 提出 等 可 分 解 概念 : 设 A 和 B 是 n 维 空间 的 子 
集 ,Al .A;,…,A, 和 B,,B;,…,B, 分 别 是 A 和 B 的 互 不 相交 的 有 测度 的 子 集 ， 


A=\)A, B=( 8., 


若 A, 与 B, 全 等 , 即 m(A,) 二 m(B,), 则 称 A 和 B 是 测度 等 可 分 解 的 . Targki 在 


Te 
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1925 年 曾 所 出 ,平面 上 的 圆 能 否 和 一 个 具有 相同 面积 的 正方 形 测 度 等 可 分解? 
这 一 问题 迄今 向 未 解决 . 困难 在 于 人 们 不 知 用 什么 方法 去 分 解 一 个 圆 . 
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三 角 学 ,原本 是 几何 学 的 一 部 分 . 后 来 发 展 为 三 角 函 数 , 成 为 微 积 分 研究 的 
对 象 之 一 . 中 学 里 的 三 角 学 ,是 计算 的 基础 ,运算 的 工具 ,也 是 和 谐 的 周期 运动 的 
数学 模型 . 


一 、 三 角 学 的 简单 历史 


由 圆周 的 绝 长 求 所 对 应 的 弦 长 , 即 由 半 弧 长 x 求 所 对 应 的 sin x, 是 人 们 最 
容易 想到 数学 问题 之 一 . 古巴 比 伦 人 和 十 希腊 人 , 早 就 关注 这 一 课题 . 天 文学 需 
要 这 样 的 计算 ,因此 ,球面 三 角 首 先 发 展 起 来 . 约 公 元 2 世纪 , 古 希 腊 的 托 勒 密 
(Ptolomy, 约 公元 100 一 170) 完 成 4 天 文学 大 成 》 的 著作 ,其 中 包括 如 何 从 圆 弧 长 
求 得 相对 应 的 弱 长 , 即 正弦 之 值 . 书 中 通过 各 种 三 角 关 系 式 制定 了 0 度 到 180 度 
之 间 , 每 相隔 半 度 的 弦 长 . 这 是 第 一 张 正弦 隆 数 表 . 由 于 这 时 的 三 角 学 还 完全 依 
赖 于 三 角形 ,其 作用 只 是 为 解 三 角形 服务 ,因此 无 须 研究 超过 180 度 的 角 的 正 
弦 . 尽管 后 来 印度 和 阿拉 伯 人 ,对 三 角 学 有 一 些 贡 献 ,但 主要 是 提高 三 角 函 数 表 
的 精度 . 其 中 阿拉 伯 数 学 家 纳西 尔 丁 (Nasir ad-Din al-Tusi,1201 一 1274) 为 球面 
三 角 学 和 三 角 学 的 独立 做 过 重要 工作 . 一 个 著名 的 结果 是 :已 知 球面 三 角形 的 三 
边 可 求 得 三 个 角 ,反之 亦 然 . 这 是 球面 三 角 学 不 同 于 平面 三 角 学 的 定理 之 一 . 

欧洲 度 过 中 世纪 黑暗 之 后 ,三 角 学 逐渐 发 展 起 来 . 哥 白 尼 的 弟子 等 为 了 天 文 
观察 精度 的 需要 ,作出 了 每 隔 10 秒 的 正弦 和 正切 数 表 (1569). 纳 皮尔 在 1614 年 
发 明 对 数 ,简化 了 三 角 计 算 . 

一 个 重大 的 飞 牙 出 现在 17 世纪 . 韦 达 (Francois Viete,1540 一 1603) 在 1615 
年 给 出 用 sin x 表达 sin nz 的 公式 . 这 标志 着 三 角 学 开始 探索 内 部 的 深层 关系 . 
棣 黄 弗 (Abraham De Moivre,1667 一 1754) 获 得 引入 复数 以 后 的 三 角 公 式 

(cos $+i sin $)"=cos ngti sin ng. 

当 微 积分 诞生 之 后 ,在 欧 拉 的 《无 穷 小 分 析 引 论 》 中 ,把 三 角 学 当 作 研究 三 角 
申 数 的 学 科 . 三 角 学 在 这 时 不 仅 已 经 从 天 文学 完全 独立 出 来 ,而 且 发 展 为 内 容 丰 
富 的 学 科 . 用 解析 方法 研究 三 角 函 数 得 到 许多 新 的 公式 ,包括 三 角 函 数 的 级 数 
展开 ， 

sin z 三 zz (1/31)z ?十 (1/51)z) 一 ….， 
cos z=1—(1/21)z + (1/41)zt CO—...,， 


une pee 
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他 所 发 现 并 论证 的 公式 : 
exp(1$)=cos $ising 

外 认 为 是 数学 上 最 奇妙 、 最 深刻 的 数量 关系 之 一 ， 

在 这 里 我 们 已 经 看 不 到 三 角形 边 角 关 系 的 影子 了 . 到 了 19 世纪 ,法 国 数学 
家 全 里 叶 (J. Fourier, 1768 一 1830) 发 现 解析 函数 可 以 展开 为 三 角 级 数 , 创 立 了 
调和 分 析 的 学 科 , 其 应 用 遍及 整个 数学 .在 三 角 级 数 基础 上 改良 的 小 波 分 析 , 正 
在 电子 信息 时 代 起 着 十 分 关键 的 作用 . 

中 国学 者 在 三 角 学 上 乏善可陈 . 尽管 由 相当 发 达 的 天 文学 ,出 现 了 “ 重 差 术 ” 
的 计算 方法 ,但 是 并 没有 完整 的 三 角 学 . 实际 上 ,中 国 没 有 一 般 的 “ 角 ” 的 概念 . 中 
国 古 代数 学 反复 使 用 “直角 三 角形 ”的 勾 股 定理 求 得 问题 的 解决 . 三 角 学 的 落后 ， 
是 中 国 古 代 算 学 的 缺陷 之 一 . 

二 角 学 输入 中 国 , 始 于 1631 年 徐光启 和 邓 玉 也 \、 汤 车 望 合 编 的 《大 测 》 一 书 . 
此 后 中 国 数学 家 开始 关注 三 角 范 数 的 研究 . 比较 著名 的 有 戴 腹 (1805 一 1860). 他 
的 代表 作 是 1845 一 1852 年 间 出 版 的 ( 求 表 捷 术 》, 在 对 数 表 三角 范 数 表 研 究 上 
有 特殊 的 贡献 . 例如 , 戴 腹 得 到 公式 

tan z= 2(D,/(2n—1)1)zr”-!, 

其 中 的 D, 依次 为 1,2,16,272,7 936,353 792,…, 今 称 戴 胸 数 (国外 的 文献 把 余 
荐 区 数 展开 式 sec x+ 二 和 (E,/2n1)zx” 的 系数 称 为 欧 拉 数 ). 得 到 这 一 展开 的 方法 
有 许多 独到 的 技巧 .但 是 ,如 果 使 用 泰勒 公式 ,这 是 很 容易 得 到 的 . 可 惜 戴 腺 并 不 
掌握 微 积 分 思想 和 方法 . 

1877 年 , 华 茶 芳和 蕉 凤 裤 合 译 英 国 海 麻 十 的 《三 角 数 理 ), 用 作 学校 的 教材 ， 
三 角 学 在 中 国 渐渐 得 到 普及 . 


一 、 三 角 学 是 欧 氏 几何 的 数量 化 


三 角 学 起 先 的 目标 是 解 三 角形 , 即 研究 三 角形 的 各 种 边 角 关 系 . 显然 ,这 是 
对 欧 氏 几何 的 重要 补充 . 如 果 说 欧 氏 几何 主要 用 定性 的 方法 研究 三 角形 ,那么 三 
角 学 就 是 定量 地 研究 三 角形 的 边 角 关 系 , 在 这 个 意义 上 说 ,三 角 学 是 代数 和 几何 
学 之 间 的 桥梁 

事实 上 , 欧 氏 几何 学 研究 三 角形 的 边 角 关 系 , 只 能 得 出 “大 边 对 大 角 ,小 边 对 
小 角 " 这 样 定性 的 结论 . 三 角形 三 边 之 间 的 关系 , 欧 氏 几何 得 到 了 直角 三 角形 的 
“名 股 定理 ”一 一 “直角 边 长 的 平方 和 等 于 斜 边 长 的 平方 ”. 它 是 人 类 数学 文化 的 
瑰宝 . 但 是 ,对 于 一 般 三 角形 的 三 个 边 长 有 怎样 的 关系 呢 ? 欧 氏 几 何 只 有 “三 角 
形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 , 两 边 之 差 小 于 第 三 边 ” 之 类 的 定性 分 析 . 三 角 学 把 三 角 
形 的 边 佣 关系 完全 定量 化 了 . 正弦 定理 刻画 了 ”* 边 长 及 其 对 应 角 的 正弦 之 比 ?的 
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恒定 性 质 ,余弦 定理 更 是 描述 了 三 边 之 长 的 关系 ,把 勾 股 定理 作为 一 个 特例 . 这 
样 深刻 的 工作 ,定量 地 描述 ,曾经 有 力 地 推动 古 希腊 天 文学 以 及 航海 学 的 发 展 . 
中 学 数学 把 解 三 角形 作为 重要 的 组 成 部 分 ,使 得 平面 几何 学 的 三 角形 部 分 ,成 为 
可 以 计算 的 .量化 了 的 完整 知识 . 

我 们 通常 提 到 “ 数 形 结合 ”时 ,马上 想到 解析 几何 学 . 确实 , 笛 卡 儿 利 用 坐标 
系 把 位 置 和 坐标 相连 接 , 把 方程 曲线、 函数 及 其 图 形 有 机 地 统一 起 来 ,当然 是 
“ 数 形 结合 ”的 光辉 典范 .但 是 ,我 们 往往 忽略 了 ,三 角 学 也 是 数 形 结合 的 一 个 重 
要 方面 . 

在 这 里 ,我 们 列举 荷兰 弗 赖 登 塔 尔 数学 教育 研究 所 拟订 的 一 道 数 学 题 ; 三 点 
距离 问题 . 甲 离 学 校 10 千 米 , 乙 离 甲 3 和 干 米 , 问 乙 离 学 校 几 千 米 ? 

这 是 一 道 训练 学 生 的 数学 表示 能 力 的 好 题 . 首先 ,问题 没有 说 甲 , 乙 .学 校 是 
否 在 一 条 直线 上 . 如 果 不 在 一 条 直线 上 ,那么 它们 的 位 置 
应 该 在 如 图 2 - 6 的 两 个 圆 上 . 架 好 坐标 系 , 可 以 写 出 它 
们 的 方程 ,用 乙 的 坐标 和 学 校 的 坐标 表示 彼此 的 距离 . 其 
实 ,表达 这 样 平面 上 距离 的 方法 还 有 很 多 . 用 参数 方程 ， 
甚至 用 复数 也 可 以 . 但 是 ,最 重要 、 最 合理 的 方法 就 是 用 
三 角 方 法 . 这 是 典型 的 已 知 两 边 求 第 三 边 问题 ,上 述 的 方 
法 ,大 多 是 定性 的 认识 和 表示 ,而 余弦 定理 用 定量 的 方法 
成 为 解决 此 题 的 最 佳 途径 . 


三 、 解 三 角形 到 研究 任意 角 的 三 角 学 ,衍生 出 三 角 函 数 ,是 一 个 数学 认识 上 的 
飞跃 


三 角 学 的 发 展 有 两 个 明显 的 阶段 . 静态 的 解 三 角形 阶段 以 及 处 理 任意 角 的 
三 角 函 数 阶段 . 许多 教科 书简 单 地 把 初中 数学 里 直角 三 角形 的 正弦 .余弦 、 正 切 
概念 ,直接 就 推 向 三 角 函 数 ,缺少 必要 的 铺垫 和 深化 过 程 . 这 样 做 ,不 仅 增加 了 教 
学 上 的 困难 ,更 是 混淆 三 角 学 的 两 个 发 展 层次 ,在 数学 思想 上 得 不 到 必要 的 深化 
和 提高 . 

解 三 角形 是 静态 的 、 角 度 不 超过 180 度 的 .纯粹 计算 的 数学 内 容 . 但 是 到 三 
角 函 数 阶段 , 则 是 动态 的 、 处 理 任意 角 的 、 思 辨 性 的 数学 科目 . 这 二 者 的 差异 非常 
巨大 ,不 能 期 望 学 生 能 够 自然 而 然 地 迁移 过 去 . 

通常 的 办 法 是 引入 单位 圆 ,充分 显示 三 角 函 数 的 变量 特征 . 这 是 由 静态 向 动 
态 转变 的 必由之路 . 此 外 ,诱导 公式 、 符 号 确定 等 基本 技能 的 训练 ,也 无 不 和 单位 
圆 密切 相关 

三 角 函 数 的 恒 等 变 换 是 一 项 基本 技能 ,需要 熟练 掌握 . 余弦 函数 的 和 角 公 


图 2-6 
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式 .让 明 没 有 普遍 意义 ,可 以 不 记 . 但 是 ,这 些 公式 需要 操练 ,形成 技能 ,不 可 忽 
略 . 这 些 规 则 .没有 多 少 道理 可 讲 , 只 能 在 操作 中 未 渐 体 会 ,在 运用 中 加 深 理 解 . 
但 是 ,我们 并 非 一 味 提 和 倡 死记 人 硬 背 .在 三 角 函 数 的 理解 上 应 该 多 下 工夫 .为 此 ,我 
们 建议 ,在 汪 角 函数 教学 中 充分 体现 三 角 函 数 的 以 下 元 个 特征 : 

周期 性 三 角 申 数 的 根本 重要 性 在 于 的 周期 性 . 教学 中 无 论 如 何 要 联系 现 
实 中 的 音乐 , 单 摆 , 电 磁 波 ,探讨 物理 学 中 的 “ 单 摆 ”“ 振 动 " “潮汐 ?运动 事物 , 体 
会 一 角 曙 数 是 重要 的 数学 模型 . 在 实际 教学 中 ,有 时 为 了 赶 进度 ,忽视 周期 性 本 
质 的 认识 , 却 将 练习 的 重点 , 放 在 三 角 盯 数 的 最 小 正 周 期 的 求法 等 等 细 枝 末节 上 
去 , 那 是 不 正确 的 . 

和 谐 性 ”三 角 随 数 的 周期 性 ,不 同 于 一 般 的 周而复始 ,例如 课程 表 、 月 份 牌 
那样 . 二 角 哺 数 的 图 像 具 有 和 谐 的 特征 . 和 谐 表 现在 正 负 相间 、 强 弱 有 序 , 变 化 温 
和 . 用 音叉 来 表示 ,动听 悦耳 .用 图 像 来 表示 ,赏心悦目 . 这 种 表达 人 类 美好 情感 
的 数学 ,是 难得 遇 到 的 ,应 该 给 学 生 以 美好 的 享受 . 

相位 性 ”相位 是 理解 三 角 隆 数 变 化 的 难点 ,又 是 三 角 函 数 变 化 多 端的 关键 . 
在 振幅 、 频 率 和 相位 三 者 中 ,需要 对 相位 着 重 进行 探讨 . 仅仅 就 数学 图 像 进行 解 
释 是 不 人 够 的 . 运用 单打"“ 三 相交 流 " 电 波 进 行 解释 ,务必 弄 介 . 

原始 性 ”一角 函数 是 一 种 不 定 元 . 大 家 知道 ,用 不 定 元 x 可 以 构造 多 项 式 ， 
分 式 .无 理 式 :泰勒 级 数 展开 ,就 是 将 一 般 函 数 展开 为 多 项 式 . 同样 ,sin x 和 cos x 
也 可 以 构造 各 种 三 角 多 项 式 , 用 来 逼近 其 他 未 数 . 用 示波器 ,可 以 看 到 一 个 声音 
怎样 被 分 解 为 一 些 基础 三 角 函 数 之 和 . 在 今天 的 信息 社会 ,这 是 极端 重要 的 思 
起 . 实际 上 .传送 一 个 果 数 要 无 穷 多 个 点 .但 是 传送 一 个 函数 的 傅 里 叶 级 数 只 要 
佼 送 在 士 个 系数 就 行 了 . 仅 此 一 点 就 知道 在 信息 传输 技术 不 断 发 展 的 今天 ,三 角 
级 数 会 是 何等 的 重要 ! 

在 现今 的 数学 课程 中 ,三 角 学 已 经 不 再 是 独立 的 课程 ,但 是 它 的 学 术 价 值 依 
然 非 常 重 要 . 任何 轻视 三 角 学 ,淡化 三 角 学 、 阁 割 三 角 学 的 想法 都 是 不 正确 的 . 


由. 张 景 中 用 面积 法 处 理 三 角 学 


2002 年 . 张 景 中 推出 4 新 概念 几何 站 ,其 中 对 三 角 学 作 了 全 新 的 处 理 . 他 把 
边 长 为 1 、 夹 角 为 a 的 萎 形 的 面积 定义 为 sin a,; 由 此 研究 正弦 的 性 质 ,到 处 理 余 
弛 ,用 面积 的 方法 证 明 大 量 的 平面 几何 问题 ,把 三 角 学 和 几何 学 打成一片 , 别 具 
一 格 . 极 有 新 意 . 在 此 摘录 若干 ,以 饥 一 王 . 


和 张 景 中 ,新 概念 几何 . 北京: 中国 少 年 儿童 出 版 社 . 2002 年 第 一 版 . 2004 年 最 新 版 . 下 篇 :平面 二 角 
解 题 新 思路 
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定义 3 边 长 为 1, 有 一 个 角 为 4 的 尧 形 的 面积 ,叫做 A 的 正弦 , 记 作 
sin A. 
正如 定义 了 正方 形 面积 ,可 以 计算 出 边 长 为 a,b 的 矩形 面积 为 ab 一 样 ,由 
边 长 为 1 的 萎 形 面积 ,也 可 以 导出 边 长 为 a,b 的 平行 四 边 形 的 面积 为 absin A. 
于 是 ,已 知 两 边 长 分 别 为 a,b、 夹 角 A 的 三 角形 的 面积 就 是 
(]/2)a* b* sin A. 
有 了 这 一 公式 ,我 们 就 可 以 做 很 多 事情 (尽管 我 们 还 没有 对 “正弦 ”做 任何 
解释 ). 
下 面 几 个 题目 ,应 当 算 是 比较 难 的 题目 了 : 
例 1 已 知 4D 是 A4ABC 中 人 人 BAC 的 平分 线 ( 如 图 2 -7), 求 证 : 
AB_ BD 
AC DC 


| z 
BD AABD 2743 4Dsina /Bp 


PY SAC.ADsina 人 


例 2 在 等 腰 直 角 三 角形 ABC 的 斜 边 4AB 上 取 一 点 PP, 使 AP=2PB. 
自 A 引 PC 的 垂 线 交 BC 于 M( 图 2-8). 


CD 


图 2-7 


求证 :M 是 BC 中 点 . 
证 明 由 AM | PC 有 可知 MAC= 人 BCP. 


妈 sin 8 二 2sin a, 叉 由 三 角形 面积 公式 得 
AC*» AM. sina =2 人 AMC=CM. AM sinB8 


~—2CM.， AM +， sina, 


oo mk 
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所 以 AC= 二 2CM. 
例 3 设 AB 是 直角 三 角形 ABC 的 斜 边 ， 
h 二 CD 是 斜 边 上 的 高 (如 图 2 - 9). 
.1 1 1 
求证 :二 十 到 一 访 . 


证 明 ”如 图 2-9, 记 人 A=a, 了 B=Bp, 则 4 
ACD=8, /BCD=a. 
显然 有 
] _AABC_A 八 ACD | 八 BCD 
AABC A 八 ABC 和 人 ABC 
l Ds 1 ‘1 . 
aAC*CD: sinp 了 DBL CD sina 
FAB. BC. sinp 5AB. AC. sina 


ac bc 
再 利用 a6 二 2 八 ABC=ch, 得 c= 名 ,代入 上 式 整理 即 得 
现在 ,我 们 来 研究 “正弦 ” 
正弦 性 质 1 


sin A 的 性 质 . 

sin0 一 Sin 180 一 0;sin 90°=1. 

道理 很 简单 : 萎 形 的 一 个 角 为 0 或 180" 时 , 鞭 形 就 退化 为 线段 ,面积 当然 是 

0. 萎 形 的 一 个 角 为 90 时 ,菱形 就 是 正方 形 . 因此 ,sin 90" 就 是 单位 正方 形 的 面 

积 , 当 然 是 1, 如 图 2 - 10. 
正弦 性 质 2 


sin(180 一 ca) 一 sin a, 


这 是 因为 , 当 尧 形 有 一 角 为 cc 时 , 必 有 另 一 个 角 等 于 180" 一 ao. 因此 ,sin w 和 
sin(180 一 a) 按 定义 表示 的 是 同一 块 面积 . 如 图 2 - 11. 


| sin 90” 
“wf fh 
ot Sn 位 
~ Aa ‘WB 
] 
图 2-10 


图 2-11 
当 莹 形 一 个 角 为 0 时 ,面积 为 0. 这 个 角 慢 慢 变 大 时 , 凌 形 面积 也 随 着 增 大 ， 


hoe rnb mele ee herr er La rm 一- - 
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直到 变 为 正方 形 . 这 个 角 继 续 变 大 时 , 萎 形 面积 又 变 小 ,直到 变 成 0. 这 种 性 质 也 
体现 在 正弦 的 性 质 上 . 

正弦 性 质 3 ”如果 0 二 a<B 和 180 并 且 a 十 B 4 
二 180°, 则 

sin a< sin b. 

证 明 设 人 AABC 是 顶 角 等 于 8 一 a 的 等 腰 
三 角形 ,延长 其 底 边 BC 至 P 使 人 PAC=a, 则 
了 PAB= 6, 于 是 , 若 记 AB= AC=a,AP=1， 
便 有 


atsin B=—=2APAB>2APAC=alsina, 

所 以 sin 8>>sin a. [] 

值得 一 提 的 是 : 题 设 条 件 a 十 8 二 180°" 用 在 什么 地 方 了 呢 ? 人 和 仔细 分 析 便 会 发 
现 :如 果 没 有 这 个 条 件 ,证 明 中 “延长 底 边 BC 至 P 使 人 PAC=a” 就 不 一 定 能 办 
到 了 . 

这 个 道理 ,请 你 把 它 想 明 白 . 

根据 人 性质 3 和 性 质 2, 马 上 得 到 

正弦 性 质 4 当 0 a90" 时 ,sina 随 a 的 增 大 而 增 大 ; 当 90" 才 a 才 180" 时 ， 
sina 随 a 的 增 大 而 减少 . 因此 有 : 

正弦 性 质 5 当 0" 才 a 帮 180°* 时 ,0 声 sin a 声 1. 

正弦 性 质 6 当 0 a180",0" 人 BSS180" 时 ,如 果 有 sina=sin 8, 则 a 二 8 或 
a 十 Bp 二 180". (这 是 性 质 2 的 逆 定 理 ) 

正弦 性 质 7 在 八 ABC 中 ,如 果 C 为 直角 , 则 8 


sin A 一 上 ,sin B 一 二 ,如 图 2 -13. c 
这 里 a.b、c 分 别 是 和 A、 人 人 B、 人 C 的 对 边 . 


证 明 由 面积 公式 : 
ap 一 2 人 ABC 一 pcsin A， 图 2-13 


所 以 sin 4 一 一 . 


同 理 可 证 sin B= 忆 [| 


在 有 些 书 上 ,直接 规定 “直角 三 角形 中 ,锐角 的 正弦 sin A 等 于 人 A 的 对 边 
与 斜 边 之 比 ". 由 上 述 推论 可 见 我 们 的 定义 一 一 “sin A 是 有 一 个 角 为 4 的 边 长 
为 1 的 鞭 形 的 面积 "一 一 在 A 为 锐角 的 情况 下 与 这 些 书 上 的 定义 一 致 . 这 种 用 
百 角 三 角形 的 边 长 之 比 来 定义 正 弦 的 方法 ,是 18 世纪 的 大 数学 家 欧 拉 首先 引进 
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的 .但 是 ,现在 看 来 , 欧 拉 的 这 种 定义 方法 有 两 个 缺点 : 
(1) 只 定义 了 锐角 的 正弦 ,用 起 来 不 方便 . 例如 , 当 人 人 B 为 印 角 时 ,面积 公式 


人 ABC=AB .BCsin B 便 要 另 加 说 明了 . 


(2) 用 直角 三 角形 边 长 的 比 定义 正弦 , 先 要 证 明 这 么 一 个 事实 :不 管 直角 三 
角形 人 ABC 是 大 是 小 ,只 要 人 A 定 了 ,一 A 的 对 边 与 斜 边 的 比 也 就 定 了 . 这 就 要 
先 建立 起 相似 三 角形 的 一 套 理论 ,再 引 和 正弦 . 正弦 在 几何 里 的 应 用 就 大 大 减 
少 了 | 

但 是 ,在 工程 技术 中 ,sin A 一 上 这 个 公式 十 分 有 用 . 欧 拉 直 接 把 这 个 有 用 的 


公式 取 作 定义 ,也 有 其 方便 之 处 . 

这 样 ,我 们 就 把 通常 的 正弦 定义 和 萎 形 面积 定义 统一 起 来 了 . 由 于 ,用 面积 
方法 可 以 证 明 所 有 的 平面 几何 定理 . 有 了 三 角 学 作为 辅助 ,平面 几何 进一步 代数 
化 ,定量 化 . 
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分 形 的 维 数 ,可 以 是 分 数 . 这 是 人 类 度量 现实 空间 维 数 的 又 一 发 展 . 我 们 把 
它 作 为 度量 几何 的 一 部 分 . 

分 形 是 20 世纪 初出 现 的 一 种 研究 对 象 , 当 时 是 数学 象牙 塔 中 少数 奇才 发 现 
的 “数学 怪物 ”, 是 不 人 数学 研究 主流 的 “病态 ”的 图 形 , 甚 至 可 以 说 是 一 种 不 登 大 
雅之 党 的 雕 忠 小 技 . 但 是 到 了 20 世纪 末 ,情况 出 现 了 根本 性 的 转变 . 今天 ,分 形 
已 成 为 一 门 严肃 的 数学 分 支 , 成 为 严肃 数学 家 的 研究 对 象 ;成 为 一 门 艺术 ,一 门 
有 看 广泛 应 用 的 艺术 ;成 为 一 种 工具 ,图 像 压 缩 、 信 息 传 输 的 工具 ;成 为 一 种 上 帝 
创造 的 指纹 .鉴定 特定 的 地 质 纪元 、 矿 脉 类 型 及 其 含量 的 “指纹 ”. 


一 、 分形 是 一 种 几何 


我 们 熟知 的 几何 是 欧 几 里 得 几何 ,有 和 较 高 数学 修养 的 还 知道 黎 曼 几何 , 非 欧 
几何 等 等 . 在 这 些 几何 空间 中 可 以 引进 坐标 架 ,建立 坐标 ,也 可 以 引进 维 数 的 概 
念 . 一 个 物体 的 欧 氏 维 数 是 能 容 下 它 的 空间 之 最 低 维 数 ,而 其 拓扑 维 数 则 是 其 独 
立 坐 标的 个 数 . 

网 儿 里 得 几何 、 黎 曼 几 何 、 非 欧 几 何等 研究 的 对 象 是 直线 、 贺 平面、 球 、 锥 面 
等 等 ,这 些 都 是 从 客观 世界 中 抽象 出 来 的 几何 对 象 . 因此 也 可 以 说 欧 几 里 得 几 
何 、 黎 曼 几 何 , 非 欧 几 何等 是 理想 化 了 的 几何 . 

而 我 们 日 常生 活 中 见 到 的 山 像 锥 又 不 是 锥 , 云 、 树 像 球 又 不 是 球 ,海岸 线 . 河 
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岸 线 像 折线 又 不 是 折线 . 它们 都 是 具有 某 种 奇异 性 的 几何 对 象 ,我 们 将 会 看 到 和 它 
们 都 具有 某 种 分 形 结构 . 研究 物体 的 分 形 结构 的 几何 学 称 为 分 形 几 何 . 所 以 ,在 
某 种 意义 上 可 以 说 分 形 几 何 是 更 接近 现实 的 几何 . 当 欧 几 里 得 几何 . 歼 曼 几何 在 
宏观 世界 大 行 其 道 , 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何在 宇宙 世界 得 到 应 用 之 时 ,分 形 几 何 理 当 
在 微观 世界 大 有 用 武之 地 . 


二 、 分 形 的 例 于 


1，Cantor 集 

在 许多 数学 书 中 提 及 的 Cantor 集 ,就 是 一 个 一 维 分 形 . 它 的 构造 过 程 为 :将 
区 间 L0 ,1 等 分 为 三 段 ,去掉 中 间 的 一 段 , 将 左右 两 段 再 一 分 为 三 去 掉 中 间 一 小 
段 ,如 此 重复 ,余下 部 分 的 极限 即 为 Cantor 集 ,如 图 2-14 所 示 . 


ph i 由 [| | Ls 


2，Koch 雪花 

将 一 条 线段 分 为 三 段 ,以 中 间 一 段 为 一 边 向 外 作 一 等 边 三 角形 ,然后 将 这 一 
段 去 掉 , 加 上 等 边 三 角形 的 余下 两 边 ,对 所 得 
长 度 为 原来 1/3 的 四 条 小 线段 重复 上 述 操 
作 , 即 得 Koch 雪花 ,如 图 2 - 15 所 示 . 

3. Sierpinski 地 千 和 Sierpinski 海绵 

一 个 正方 形 等 分 成 9 个 小 正方 形 , 去 

掉 中 间 一 个 ,对 其 余 8 个 重复 上 述 过 程 , 即 得 


Sierpinski 地 千 , 如 图 2-16 所 示 . 
将 一 个 正方 体 等 分 成 27 个 小 正方 体 ,将 人 
不 在 大 正方 体 楼 边 上 的 7 个 去 掉 , 对 余下 20 ey 


个 重复 上 述 过 程 , 即 得 Sierpinski 海绵 ,如 图 
2 -17 所 示 ， 
4. 叶子 
它 是 用 一 组 双 曲 和 迭代 函数 对 一 点 进行 随 
机 迭代 得 到 的 ,如 图 2 - 18 所 示 . 
5，Mandelbrot 集 与 Julia 集 2 - 15 Koch 雪花 曲线 的 构造 过 程 
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2-18 用 随机 迭代 法 得 到 的 叶 状 图 形 


被 誉 为 现代 分 形 之 父 的 B. B. Mandelbrot( 耶 鲁 大 学 教授 ,IBM 公司 T.J.W 
研究 中 心 高 级 研究 员 ,美国 国家 科学 院 院士 ,美国 艺术 与 科学 研究 院 院士 ) 对 分 
形 下 过 如 下 的 定义 : 

一 个 集合 ,如 果 其 Hausdorff 维 数 (一 种 分 维 ) 严 格 大 于 其 拓扑 维 , 则 称 该 集 
合 为 分 形 集 . 

下 面 我 们 来 考察 几 种 由 极其 简单 的 迭代 法 则 生成 的 具有 意 想 不 到 的 复杂 续 
构 的 分 形 图 . 考虑 复 范 数 ( 复 映射 ): 

f(stsp) 丰 ?Tr 
我 们 将 所 有 和 迭 式 序列 有 界 的 点 集 之 边界 集 
J(p,c)=9{z:z, f(z), fe(z),…,f.(z),"… 有 界 ) 
称 为 束 立 雅 (Julia,1920) 集 ,而 将 使 得 悄 立 雅 集 J (p,c) 连 通 的 所 有 复数 c 的 集 
合 称 为 曼 特 勃 洛 托 (Mandelbrot,1980) 集 . 

图 2-19 展示 了 曼 特 勃 洛 托 集 及 其 七 级 放大 区 域 ( 自 色 表示 集合 内 部 区 域 ， 
灰 黑 色 表 示 集 合 附近 区 域 ,有 黑色 条 纹 处 为 远离 集合 的 区 域 ) ,难怪 人 们 要 将 曼 
特 勃 洛 托 集 称 为 数学 铠 龙 . 而 图 2 - 20 则 展示 了 曼 特 勃 治 托 集 与 霄 立 雅 集 之 间 
的 关系 . Peitgen 曾 将 它们 之 间 的 关系 比 作 书 和 页 , 曼 特 对 洛 托 集 是 一 本 巨大 的 
书 ,而 一 个 永 立 雅 集 只 是 其 中 的 一 页 . 根据 点 c 在 曼 特 勃 洛 托 集中 的 位 置 就 能 够 
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预测 相应 的 裘 立 雅 集 的 外 形 及 大 小 . 曼 特 勃 洛 托 集 是 一 本 可 以 查阅 所 有 痢 立 雅 
集 的 词典 . 求 立 雅 集 有 自 相似 性 质 ,而 曼 特 勃 洛 托 集 没 有 这 种 性 质 ， 


三 、 分 形 的 维 数 


让 我 们 先 来 看 看 几何 对 象 的 维 数 是 如 何 定义 的 . 

维 数 与 测量 有 密切 关系 ,测量 一 个 几何 图 形 时 要 用 一 个 与 图 形 的 维 数 4 相 
一 致 的 “单位 ”1"(n 一 4) 去 测 , 才 会 有 确定 的 结果 . 例如 , 量 体 积 要 用 立方 体 4 为 
单位 , 量 面积 要 用 正方 形 2 为 单位 , 量 长 度 要 用 线段 / 为 单位 ,等 等 . 如 果 “ 单 位 ” 
的 维 数 n 与 几何 图 形 的 维 数 d 不 相等 的 话 ,那么 n<d 时 结果 为 无 穷 大 ;n>d 时 
结果 为 零 . 也 就 是 说 , 当 n 取 4 时 ,这 个 “单位 ”不 能 用 来 测量 几何 图 形 . 

事实 上 ,几何 与 尺度 是 密切 相关 的 . 首先 让 我 们 来 观察 长 度 和 维 数 与 尺度 的 
关系 、 

如 果 让 两 个 小 组 来 度量 长 江 的 长 度 ,其 中 一 组 以 10 m 为 单位 ,而 另 一 组 以 
1 cm 为 单位 . 最 后 我 们 发 现 ,两 个 小 组 量 得 的 长 度 有 很 大 的 差别 ,后 一 组 所 量 得 
的 长 度 要 比 前 一 组 量 得 的 大 得 多 . 这 是 因为 河岸 线 、 海 岸 线 都 具有 分 形 结构 , 当 
度量 单位 趋 于 零 时 其 长 度 趋 于 无 穷 大 . 

让 我 们 再 来 考察 一 个 毛线 球 的 维 数 . 我 们 先 在 200 m 的 距离 上 来 观看 它 ,这 
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时 它 是 一 个 点 ,是 零 维 的 . 其 次 在 20 m 的 距离 上 来 观看 它 , 这 时 它 是 一 个 球 , 是 
3 维 的 . 再 在 2 m 的 距离 上 来 观看 它 , 这 时 它 是 由 毛线 统 成 的 一 个 球 , 是 1 维 的 . 
最 后 在 2 cm 的 距离 上 来 观看 它 , 这 时 可 发 现 绕 成 球 的 毛线 是 由 生丝 万 缕 的 绒毛 
按 相 似 的 结构 织 成 的 . 

分 形 维 数 的 定义 有 很 多 种 ,如 ;Hausdorff 维 数 、 自 相似 维 、 容 量 维 \ 信 息 维 、 
关联 维 、Lyapunov 维 .盒子 维 等 等 .下面 我 们 给 出 自 相 似 维 的 定义 . 

定义 ”者 AER" 总 可 以 逐 级 分 成 N 个 同样 大 小 的 与 原 集合 相似 的 子 集 ,每 


次 的 缩小 因子 为 二 , 则 称 


为 A 的 日 相似 维 数 . 
ln 4 


例 1 Koch 曲线 的 自 相 似 维 数 为 Di 一 下 5 一 1 261 9,Sierpinski 三 角形 的 


自 相 似 维 数 为 Ds 一 3 二 1. 585. 


四 .分形 的 应 用 


分 形 理论 已 经 得 到 了 广泛 的 应 用 ,例如 在 装饰 设计 .图像 压缩 .地质 和 采矿 
勘探 等 领域 的 应 用 已 产生 了 巨大 的 经 济 效益 .下面 我 们 介绍 吸引 子 定 理 在 图 形 
模拟 及 构造 分 形 中 的 应 用 . 其 原理 是 构建 一 组 适当 的 线性 迭代 映射 的 和 

fi(x)=Air+E,,i=1,2,.",n, 
利用 计算 机 快速 迭代 出 各 种 图 形 ,如 蒙 娜 丽 忒 的 像 . 
设 (X,qd) 为 距离 空间 ,0 二 :二 1, 若 映射 多;:X> 久 满足 
d(w(zr)—w(y))) Ssd(r,y) ,ryEX, 
则 称 w 为 压缩 映射 
显 见 平面 上 的 一 个 线性 变换 
a b e 
w(x)—=AxX 十 E, A = 人 有 E=| 
至 多 有 6 个 参数 ,从 而 3 个 初始 点 及 其 像 点 可 唯一 地 确定 一 个 线性 变换 ， 
若 w(Cz) 一 Az 十 五 ; 为 线性 压缩 上 映射, 则 称 


(XI 一 1 2 人 ) 


为 双 曲 和 迭代 函数 系 . 
在 平面 上 的 一 个 双 曲 迭代 吴 数 系 至 多 有 6NN 个 参数 . 
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吸引 子 定 理 若 {Xiri 一 1,2, 人) 为 一 组 双 曲 和 迭代 函数 系 , 则 集合 映射 
W(B)=w (B)Uw, (BU Uwn(B), BCX 
也 是 压缩 映射 ,从 而 存在 唯一 不 动 点 DCX( 即 WC(D) 二 DD), 且 对 任意 BCX， 
W"(B)=W(OW"  )(B)—D,n—oo., 
称 不 动 点 D 为 双 曲 迭代 耻 数 系 的 吸引 子 ， 

这 里 ,集合 间 的 距离 为 Hausdorff 距离 h， 
d(xr,B)=min{d(z,y):yE€E B}, 
d(A,B)=maxid(x,B).:.rE A,}, 
h(A,B)=max{d(A,B),ad(B,A)}., 

现在 介绍 用 确定 法 在 平面 R: 上 生成 吸引 子 的 步骤 和 例子 : 

(a) 任 取 平面 上 一 个 集合 Ao,， 

(b) 计算 w(A。) 和 Al 二 Uw(A,)， 

(c) 擦 去 A。 并 打上 A,， 

(d) 计算 w(Al) 和 A, 二 Uw,(Al)， 

(e) 重复 (c) 和 (d) 共 mm 次 ,m 足够 大 . 

例 2 Sierpinski 三 角形 的 生成 过 程 . 

春 取 定 双 曲 和 迭代 函数 系 为 ， 

了 


TU :TOI (x,y) = wi (ry) = 7 


TI2 Yo] (zy) 一 王 十 5yzuzz(zy) 一 性 ， 


-证 


Ts Ta] (yy) 一 7 "wa 《TWy) 二 区 十 5， 


其 中 每 个 ww 将 一 个 正方 形变 为 一 个 面积 为 原来 二 的 小 正方 形 . 再 取 初 始 集合 为 
(zy):0SXS10, 一 10 人 y0}( 也 可 任 取 ), 即 可 得 到 如 图 2 - 21 所 示 的 Sierpinski 


图 2-21 用 确定 法 生成 Sierpinski 三 角形 的 过 程 
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三 角形 . 

除 确定 法 外 ,生成 分 形 图 像 的 其 他 方法 还 有 随机 选 代 法 ,膨胀 法 等 . 

下 面 考虑 反问 题 :已 知 分 形 或 某 图 形 (总 可 将 其 视 为 一 个 分 形 ), 求 双 曲 迭代 
晒 数 系 . 这 时 我 们 可 以 应 用 拼 贴 定理 , 即 利用 公式 

D=WD=w (D) Uw;(D)U:… Uwn(D). 

形象 地 说 ,如 果 试 图 找 一 个 IFS( 和 迭代 函数 系 ), 使 其 吸引 子 与 某 给 定 的 集合 
相似 或 相近 ,我 们 必须 在 给 定 的 图 像 空 间 中 找 一 组 压缩 仿 射 变换 ,使 得 将 给 定 集 
合 分 别 被 各 个 压缩 映射 变换 后 的 像 ( 为 其 目 身 的 各 个 小 “拷贝 ”) 能 够 拼 贴 成 一 个 
集合 ,并 且 该 集合 在 Hausdorff 距离 下 尽量 地 相近 于 原来 给 定 的 集合 . 

对 于 一 幅 很 复杂 的 图 像 , 如 果 找 到 了 一 个 可 近似 该 图 形 的 IFS, 其 中 含有 六 
个 线性 变换 , 则 只 需 确 定 3N 个 点 及 其 像 ,或 至 多 6N 个 参数 即 可 确定 或 传输 这 
幅 图 像 . 这 无 疑 会 大 大 降低 数据 量 . 

由 上 例 中 双 曲 迭代 函数 w; 的 几何 意义 , 知 上 面 Sierpinski 三 角形 的 生成 过 
程 及 后 面 的 习题 2 和 各 3 可 作为 已 知 分 形 或 某 图 形 求 双 曲 迭代 晃 数 系 的 例子 ， 


五 、 分 形 进入 中 学 数学 课堂 

分 形 不 仅 可 以 进入 大 学 生 的 数学 实验 课 , 还 完全 可 以 进入 中 学 数学 课堂 . 它 
有 助 于 学 生 更 好 地 认识 世界 的 复杂 性 ,多 样 性 , 自 相 似 性 ,对 称 性 ,并 在 进一步 体 
验 到 世界 之 美妙 的 同时 ,更 好 地 理解 数学 . 癌 爱 数学 ,提高 数学 的 应 用 能 力 , 增 强 
创造 能 力 和 想像 能 力 . 


例如 中 学 生 茹 悉 的 方程 z 一 + 一 0.5 二 0 的 两 个 实 根 z 一 1 二 他 可 视 为 迁 代 
映射 


文 — Tug 0.5 
的 两 个 不 动 点 ,其 中 :十 屿 是 不 稳定 的 ,而 1 二 点 和 无 穷 远 是 吸引 子 ， 
将 此 迭代 映射 推广 到 复 平面 上 : 


Zw — Tua TC, 
即 (zz 十 1y)。 一 (十 1y)w 十 (zz 十 1y )， 
当 取 z. 十 iy. 三 一 0. 1 十 0.6i 时 ,初始 点 zo 十 iyo 王 0.4 十 0.7i 的 轨道 ( 迁 代 点 
列 ) 是 发 散 趋 于 无 穷 的 ;初始 点 ze 十 io 三 0.2 十 0.3i 的 迭代 点 列 是 收敛 的 . 事 
实 上 ， 
Zi 十 iyi 一 一 0.15 十 0. 721i， 
Zio 十 1iyio 一 一 0. 124 0 十 0. 540 61， 
ro 十 iys 一 一 0.2218 十 0. 415 3i， 
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Xog tliysg = ~—0,.2233+0.415 71. 

根据 以 上 和 迭代 公式 编程 并 进行 迭代 .绘图 ,对 不 同 的 c 值 即 可 得 到 各 种 不 同 
的 吸引 域 和 求 立 雅 集 . 

结语 

“病态 ”的 几何 结构 原本 是 极其 自然 的 ,自然 界 的 许多 对 象 的 几何 图 形 可 以 
由 极其 简单 的 演化 规则 演化 而 成 . 分 形 理论 有 助 于 解释 为 什么 少量 的 遗传 物质 
(遗传 密码 ) 可 以 发 育成 极其 复杂 的 结构 ,正如 一 条 Peano 曲线 可 以 “ 填 满 ”一 个 
正方 形 , 占 人 体 5% 的 血管 布 满 了 人 体 的 每 一 部 分 一 样 . 作为 一 门 有 着 广泛 应 用 
的 数学 分 文 , 分 形 已 经 进入 各 门 科学 ,进入 学 生 的 课堂 ,进入 寻常 百姓 的 日 常生 
活 , 甚 至 已 被 制 成 引 人 人 胜 、 启 迪 智 慧 .老少 皆 宜 、 百 看 不 厌 的 “连环 画 ” 


了 题 2.6 


1. 计算 Cantor 三 分 集 ,Sierpinski 地 毯 的 分 维 数 ， 
2. 已 知 Sierpinski 三 角形 位 于 区 域 {x 守 0,y 宇 0,zx 十 y 志 20} 之 中 , 试 求生 成 
此 分 形 的 迭代 陋 数 系 . 


提示 :N 一 3, 先 在 两 个 方向 上 各 压缩 至 ,再 将 原点 分 别 平移 至 (0,0)， 


(0,10) 和 (10,0) ,初始 正方 形 为 [1,20]Xx[L1,20j. 

3， 试 求生 成 Koch 曲线 的 迭代 函数 系 ( 位 于 矩形 [0,3]X[0,1] 内 ). 

提示 ;NN 二 4, 先 在 两 个 方向 上 各 压缩 至 1/3 ,然后 对 wi ,ws 将 原点 分 别 平移 
至 (0,0) 和 (2,0); 对 ws 先 旋转 x/3, 再 平移 (1,0);w 先 平移 (一 1,0), 再 旋转 
一 x/3, 再 平 稀 (2,0). 

ws ,ws 也 有 可 用 三 点 确定 一 个 线性 映射 来 给 出 . ws 分 别 上 映 (0,0),(0,3) 和 
(3,0) 为 (1,0), (1 一 V3/2,1/2) 和 (3/2,Y3/2) ,ws 分 别 映 (0,0),(0,3) 和 (3,3) 为 
(3/2,Y3/2),(2,0) 和 (2 十 V2/2,1/2). 


nr i nr hr 
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欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 是 人 类 精神 文明 的 瑰宝 , 它 对 后 世 的 影响 ,不 仅 限 
于 几何 学 ,甚至 已 经 超出 数学 的 范围 . 如何 将 已 经 获得 的 知识 ,用 公理 化 的 思想 
方法 加 以 整理 ,使 之 成 为 一 种 演绎 的 科学 体系 ,已 经 成 为 所 有 科学 家 ,包括 社会 
科学 家 所 但 求 的 尝 高 学 术 目 标 . 本 章 , 我 们 将 介绍 几何 公理 化 方法 的 产生 与 
发 展 . 
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在 第 一 章 中 ,我 们 已 经 介绍 过 《几何 原本 3》 的 公理 化 内 容 . 现在 ,我 们 将 它 一 
般 化 ,从 方法 论 的 层面 进行 论述 . 首先 要 问 :什么 是 “公理 ”? 什么 是 “公理 方法 ”? 

我 们 在 《辞海 里 可 以 看 到 这 样 的 解释 ， 

公理 是 “在 一 个 系统 中 已 为 反复 的 实践 所 证 实 而 被 认为 不 需要 证 明 的 真理 ， 
可 以 作为 证 明 中 的 论据 . 如 等 量 加 等 量 其 和 相等 ,整体 大 于 部 分 都 是 公理 , ” 

公理 化 方法 是 “从 某 些 基本 概念 和 基本 命题 出 发 ,依据 特定 的 演绎 规则 , 推 
导 一 系列 的 定理 ,从 而 构成 一 个 演绎 系统 的 方法 .” 

在 这 一 解释 中 ,我 们 注意 到 公理 化 方法 有 以 下 几 个 方面 需要 讨论 . 

第 一 ,关于 公理 的 自明 性 . 一般 地 说 ,公理 之 所 以 被 人 们 普遍 接受 ,是 因为 其 
陈述 的 事实 是 自然 的 ,明白 无 误 的 ,因而 无 须 证 明 , 不 容 置疑. 正 因为 如 此 ,公理 
成 为 人 们 展开 科学 体系 的 出 发 点 ,作为 论证 其 他 命题 的 依据 ,但 是 ,后 来 发 现 , 有 
些 公 理 并 非 十 分 显然 ,例如 欧 氏 几何 中 的 平行 公理 ,就 不 那么 显然 ,以 至 人 们 企 
图 去 证 明 它 . 至 于 非 欧 几何 中 的 关于 平行 线 的 公理 , 则 完全 和 直观 认识 相悖 , 完 
全 不 是 目 明 的 .因此 ,现代 大 们 选取 某 些 命题 作为 公理 ,只 是 作为 一 种 演绎 推理 
的 出 发 点 . 并 非 一 定 要 自明 ,只 要 大 家 都 能 自然 地 接受 就 行 . 

第 二 ,关于 公理 体系 所 依赖 的 “演绎 推理 ”的 规则 . 公理 化 方法 的 目标 是 从 公 
理 系 出 发 ,通过 演绎 推理 得 到 命题 . 因此 ,推理 的 规则 十 分 重要 . 通常 使 用 的 规则 
是 人 逻辑 方法 . 古 希 脂 时 代 的 推理 ,就 是 依据 亚 里 士 多 德 创立 的 形式 逻辑 规则 (三 
段 论 等 ) 进 行 演绎 . 后 来 欧 多 克 斯 还 采用 穷竭 法 处 理 具有 无 限 性 的 推理 过 程 ,把 
比值 为 有 理 数 的 结论 都 推广 到 无 理 数 . 近代 则 采取 更 加 严密 的 数理 逻辑 方法 . 因 
此 ,演绎 推理 的 规则 在 不 断 发 展 , 与 时 俱 进 . 
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特别 地 ,在 数理 逻辑 中 还 有 不 同 的 观点 , 一 种 意见 是 主张 使 用 反 证 法 ,容许 


“存在 性 ”的 证 明 , 例如 ,V2 是 无 理 数 ,N 次 代数 方程 在 复数 域 有 且 只 有 N 个 根 等 
命题 ,现在 多 半 采 用 反 证 法 加 以 证 明 . 但 是 , 持 直 觉 主义 数学 哲学 观点 的 另 一 种 
意见 , 则 不 予 接受 . 他 们 认为 反 证 法 只 说 明了 V2 不 是 有 理 数 ,你 不 能 正面 地 描述 
它 . 说 N 次 代数 方程 必 有 N 个 复数 根 ,只 知道 它们 存在 , 却 “ 构 造 ” 不 出 来 ,不 知 
道 “ 根 ”在 哪里 . 这 样 的 证 明 不 算数 . 这 种 争论 ,在 中 学 里 一 般 不 会 发 生 ,但 是 在 当 
代 的 公理 化 方法 研究 中 , 却 是 一 个 核心 课题 

第 三 ,关于 “公理 化 方法 的 目标 是 形成 一 个 演绎 的 科学 体系 ” 公理 化 方法 是 
未 表述 一 个 科学 体系 服务 的 . 知识 体系 已 经 存在 了 ,我们 不 能 随便 拿 一 些 命题 作 
为 公理 . 问题 在 于 判断 哪些 命题 是 最 基本 的 ,可 以 作为 推理 论证 的 出 发 点 . 也 就 
是 说 ,选择 哪些 命题 当 作 公理 ,是 一 个 颇 费 思考 的 问题 . 近代 的 公理 化 方法 ,要 求 
公理 的 选取 必须 符合 以 下 的 三 条 要 求 ， 

(1) 相 容 性 (或 称 为 协调 性 ,无 矛盾 性 )” 嗓 所 选取 的 这 些 公理 之 间 彼 此 不 
能 互相 矛盾 . 不 然 一 个 命题 及 其 否定 命题 都 可 以 从 公理 推出 , 那 是 逻辑 所 不 容 
的 . 这 是 最 基本 的 要 求 

(2) 独立 性 ”这 要 求 公理 系统 中 的 公理 数目 ,在 保证 所 需要 达到 的 目标 的 
前 提 下 , 尽 可 能 地 减少 ,不 容许 公理 系 中 出 现 多 余 的 公理 . 

(3) 完备 性 ”这 是 指 确保 从 公理 系 能 够 导出 所 论 数 学 某 分 支 的 全 部 命题 ， 
因此 必要 的 命题 不 能 省 略 . 

一 个 公理 系统 如 果 能 够 满足 以 上 三 条 ,当然 十 分 理想 . 但 是 ,要 做 到 这 一 点 
并 非 容 易 的 事 ,甚至 至 今 无 法 彻底 实现 . 例如 ,要 证 明 欧 氏 几 何 学 的 相 容 性 就 十 
分 困难 0. 至 于 独立 性 的 要 求 ,也 是 很 自然 的 . 但 是 ,在 平面 几何 和 立体 几何 的 实 
际 教学 中 ,为 了 提高 教学 效率 ,我 们 往往 故意 多 列 一 些 公理 ,便于 推理 论证 . 至 于 
欧 氏 几何 的 完备 性 , 则 更 为 复杂 ,超出 了 本 书 的 范围 

最 后 ,我 们 要 谈 谈 公理 化 思想 方法 的 作用 . 徐 利 治 @ 归 纳 为 以 下 四 点 ， 

(1) 这 种 方法 具有 分 析 、 总 结 数学 知识 的 作用 . 凡 取得 了 公理 化 结构 形式 的 
数学 ,由 于 定理 与 命题 均 已 按 逻辑 演绎 关系 串联 起 来 , 故 使 用 起 来 也 较 方便 . 

(2) 公理 化 方法 把 一 门 数学 的 基础 分 析 得 清 清楚 楚 , 这 就 有 利于 比较 各 门 
数学 的 实质 性 异同 ,并 能 促使 和 推动 新 理论 的 创立 . 


中 迄今 为 止 ,我 们 只 能 给 出 一 个 相对 的 结果 . 其 思考 路 线 是 ; 欧 氏 几何 公理 的 相 容 性 可 以 归结 为 自 
然 数 的 皮 亚 诺 公 理 系 统 的 相 容 性 ,而 自然 数 公理 的 相 容 性 ,又 可 归结 为 “集合 论 ” 公 理 的 相 容 性 . 由 于 集合 
论 的 无 蔬 盾 性 至 今 还 没有 解决 . 因此 ,就 几何 学 的 公理 系统 而 言 ,只 是 相对 于 集合 公理 而 言 是 “ 相 容 的 ”. 
这 就 是 说 ,如 果 集 合 公 理 是 相 容 的 ,那么 欧 氏 几何 公理 也 是 相 容 的 ,无 矛盾 的 . 

多 徐 利 治 . 论 数学 方法 学 . 济南 ;山东 教育 出 版 社 ,2002.95 
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(3) 数学 公理 化 方法 在 科学 方法 学 上 有 示范 作用 . 这 种 方法 对 现代 理论 力 
学 及 各 门 自然 科学 理论 的 表述 方法 都 起 到 了 积极 的 借鉴 作用 . 例如 ,19 世纪 40 
年 代 波 兰 的 Banach 曾 完成 了 理论 力学 的 公理 化 ;而 物理 学 家 亦 把 相对 论 表 述 为 


(4) 公理 化 方法 所 显示 的 形式 的 简洁 性 、 条 理性 和 结构 的 和 谐 性 确实 符合 
美学 的 要 求 , 因 而 为 数学 活动 中 贯彻 审美 原则 提供 了 范例 . 

公理 化 方法 的 发 展 ,经历 了 以 下 四 个 时 期 ， 

1. 直观 性 公理 化 时 期 ,以 欧 及 里 得 的 《几何 原本 》 为 代表 ， 

2. 思辨 性 公理 化 时 期 ,以 非 欧 几何 的 发 现 为 代表 ; 

3. 形式 主义 公理 化 时 期 ,以 希 尔 伯 特 的 《几何 基础 为 代表 ; 

4. 结构 主义 公理 化 时 期 ,以 布尔 巴 基 的 《数学 原本 》 为 代表 . 
以 下 我 们 将 分 为 四 节 ,分 别 介 绍 这 四 个 时 期 的 公理 化 思想 方法 . 


第 一 广 ”直观 性 公理 化 时 期 一 一 (几何 原本 》 


古 希 腊 是 实行 “奴隶 主 民 主 政治 ”的 国家 . 虽然 是 少数 人 的 民主 , 却 逐 渐 萌 发 
了 “说 服 ”“ 证 明 ”“ 推 理 " 等 的 理性 思维 精神 . 早 在 公元 前 7 世纪 ,泰勒 斯 (公元 
前 625 一 前 547) ,就 开始 了 几何 证 明 活 动 ,例如 证 明 对 顶 角 相等 这 样 的 命题 . 毕 
达 哥 拉 斯 (公元 前 580 一 前 500) 学 派 , 积 累 了 大 量 的 几何 知识 ,包括 大 家 熟知 的 、 
我 国 称 之 为 “ 勾 股 定理 ”的 著名 结果 . 此 后 的 柏拉图 (公元 前 427--- 前 347) 和 欧 多 
殉 斯 ( 约 公 元 前 408-- 前 347) 大 量 采 用 以 公理 为 论据 的 几何 证 明 方 法 . 

大 约 在 公元 前 3 世纪 ,和 希腊 的 哲学 家 和 逻辑 学 家 亚 里 士 多 德 (Aristotle, 公 
元 前 384 一 前 322) 总 结 了 前 人 积累 起 来 的 逻辑 知识 ,以 演绎 证 明 的 科学 (主要 是 
数学 ) 为 实例 ,把 完全 三 段 论 作为 公理 ,由 此 推导 出 别 的 所 有 三 段 论 法 ( 共 分 为 
19 个 格式 ), 因 此 ,可 以 认为 亚 里 土 多 德 在 历史 上 提出 了 第 一 个 成 文 的 公理 

后 期 的 古 希 腊 文 明 中 心 , 在 亚历山大 里 亚 ( 现 在 属于 埃及 ). 欧 几 里 得 的 生 
夷 年 月 不 详 , 大 约 活动 在 公元 前 300 到 公元 前 275 这 段 时 间 . 他 是 柏拉图 的 学 
牛 , 在 亚历山大 城 进行 教学 和 研究 . 他 最 重要 的 科学 工作 是 系统 地 整理 了 古 希 
腊 的 几何 学 知识 ,写成 《几何 原本 》, 成 为 人 类 历史 上 第 一 部 完整 的 公理 化 的 
著作 . 

《几何 原本 》 存 1607 年 由 利 玛 窦 (1552 一 1610) 和 徐光启 (1562 一 1633) 将 前 
6 耸 译 成 中 文 . 徐光启 对 这 部 著作 的 高 度 评价 至 今 仍 有 现实 意义 . 他 说 :“ 此 书 有 
四 人 不必: 不 必 疑 ,不 必 揣 ,不必 斌 ,不必 改 . 有 四 不 得 ; 欲 脱 之 不 可 得 , 欲 驶 之 不 可 
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得 , 欲 减 之 不 可 得 , 欲 前 后 更 之 不 可 得 . 有 三 至 三 能 : 似 至 星 实 至 明 , 故 能 以 其 明 
明 他 人 之 至 隆 ; 似 至 繁 实 至 简 , 故 能 以 其 简 简 他 人 之 繁 ; 似 至 难 实 至 易 , 故 能 以 其 
易 易 人 之 难 . 易 生 于 简 , 简 生 于 明 , 综 其 妙 在 明 而 已 ”学 习 欧 氏 几 何 , 能 够 有 这 样 
的 体会 ,可 以 说 得 到 了 它 的 精华 . 杨振宁 认为 《几何 原本 》 的 翻译 是 中 国 近 代数 
学 的 开始 . 

1990 年 , 兰 纪 正 、 朱 思 宽 用 白话 文 翻译 《4 几何 原本 》, 由 陕西 科学 技术 出 版 社 
出 版 . 

这 里 ,我 们 简单 地 介绍 《几何 原本 ) 的 主要 内 容 . 

全 书 共 分 十 三 卷 ,主要 内 容 如 下 : 

《几何 原本 ;第 一 卷 给 出 全 书 最 初 的 23 个 定义 、5 个 公设 和 5 个 公理 : 

定义 

定义 (1) 一 (7) 参 见 第 一 章 第 二 节 ， 

(8) 平面 上 的 角 是 在 一 个 平面 上 的 两 条 相交 直线 相互 的 倾斜 度 ; 

(9) 当 形 成 一 角 的 两 线 是 一 直线 时 ,这 个 角 叫 做 平角 ; 

定义 (10) 一 (22) 是 关于 直角 和 垂 线 、 钝 前 和 锐角 、 圆 、 圆 的 中 心 、 直 线形、 三 
角形 四边形、 等 边 三 角形 .等 历 三 角形 .不 等 边 三 角形 、 正 方形. 直角 三 角形 、 蒜 
形 等 的 定义 . 最 后 一 个 定义 是 ， 

(23) 平行 直线 是 在 同一 平面 内 ,而 且 往 两 个 方向 无 限 延 长 后 在 两 个 方向 都 
不 会 相交 的 直线 . 

公设 ”参见 第 一 章 第 二 节 . 

公理 ”参见 第 一 章 第 二 节 . 

《几何 原本 》 的 这 一 卷 是 从 定义 .公设 .公理 开始 的 ,接着 用 48 个 命题 讨论 了 
关于 直线 和 由 直线 构成 的 平面 图 形 . 分 成 三 组 :第 一 组 (命题 1 一 26) 主 要 讲 三 角 
形 和 垂 线 ; 第 二 组 (命题 27 一 32) 主 要 讲 平行 线 理论 ;第 三 组 (命题 33 一 48) 通 过 
比较 面积 讲 平 行 四 边 形 .三 角形 和 正方 形 ， 

欧 几 里 得 证 明 方 法 思路 清晰 ,整个 证 明 建 立 在 严密 的 公理 化 基础 上 ,使 几何 
学 成 为 真正 的 科学 . 

《几何 原本 ;中 的 命题 有 两 种 类 型 ,一 类 是 定理 ,根据 假定 .公理 .公设 和 定义 
利用 逻辑 推理 得 出 结论 . 另 一 类 是 作 图 题 ,由 已 知 的 对 象 找 出 或 作出 所 求 的 对 
象 . 第 二 卷 中 介绍 这 方面 的 命题 . 

第 二 卷 讨 论 线段 计算 ,包括 黄金 分 割 定理 , 共 14 个 命题 , 

第 三 卷 主要 讨论 有 关 圆 的 一 些 理论 和 有 关 命 题 , 共 有 37 个 命题 . 命题 1 到 


中 这 里 关于 点 、 线 、 面 的 定义 ,是 从 经 验 得 来 的 ,请 对 比 希 尔 伯 特 的 公理 系 . 
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命题 15 讲 圆心 . 弦 .直径 以 及 两 圆 的 相交 , 相 切 ;命题 16 到 命题 19 讲 切 线 ; 命 题 
20 到 命题 24 讲 割 线 ; 命 题 35 到 命题 37 讲 圆 寡 . 命题 16 最 引 人 注 目 , 它 讨论 了 
一 种 特殊 的 角 一 一 “牛头 角 ”. 

命题 16 在 圆 的 直径 的 端点 所 作 直 径 的 垂 线 必 在 圆 外 ,不 能 有 其 他 的 直线 
插 在 这 垂 线 与 圆 之 间 , 而 且 半 贺 的 角 大 于 锐角 ,其 余 的 角 小 于 任意 锐角 . 

命题 指出 :切线 TA 与 弧 ACE 之 间 的 夹 角 (图 3 - 1) 即 牛头 角 小 于 直线 的 任 
何 锐角 ,但 它 的 值 并 不 是 零 . 欧 几 里 得 很 少 谈 到 曲线 4 7 
之 间 的 夹 角 , 通 常 讨论 的 都 是 直线 之 间 的 夹 角 . 

第 四 卷 讨论 圆 内 接 、 外 切 多 边 形 , 包 括 正 五 边 形 、 C 
正六 边 形 . 正 十 五 边 形 的 作法 , 共 16 个 命题 . 

第 五 卷 是 (几何 原本 》 中 比较 精彩 的 一 卷 , 讲 比例 
理论 .在 欧 多 元 斯 以 前 也 讲 比 例 的 理论 ,但 讲 的 是 可 E 
通 约 量 的 比例 理论 ,而 根据 欧 多 克 斯 比例 理论 编写 的 
第 五 卷 ,把 比例 推广 到 不 可 通 约 量 . 第 五 卷 共 有 18 个 图 3-1 
定义 ,讨论 了 量 的 比 的 相等 和 不 等 ;25 个 命题 ,命题 给 出 比例 的 一 些 性 质 , 现 作 
简单 介绍 如 下 : 

定义 

(1) 小 的 量 能 量 尽 大 的 量 时 ,小 的 量 称 为 大 的 量 的 部 分 . 这 里 “部 分 ”是 指 若 
十 分 之 一 . 

(2) 大 的 量 能 被 小 的 量 量 尽 时 ,大 的 量 称 为 小 的 量 的 倍数 . 这 里 倍数 指 整数 
倍数 . 

(3) 比 是 两 个 同类 量 的 大 小 之 间 的 一 种 关系 . 

(4) 可 比 的 两 个 量 ,如 果 一 个 量 的 倍数 大 于 另 一 个 量 , 那 么 说 ,这 两 个 量 彼 
此 之 间 构 成 了 比 . 

注 定义 给 出 了 什么 样 的 两 个 量 可 以 有 一 个 比 ,这 两 个 量 必须 是 同类 量 ,这 
两 个 量 不 能 有 无 穷 小 或 无 穷 大 的 量 , 尽 管 在 这 一 卷 中 ,一 开始 就 提 到 量 ,但 没有 
对 量 下 定义 . 

(5) 四 个 量 形成 第 一 个 量 与 第 二 个 量 之 比 以 及 第 三 个 量 与 第 四 个 量 之 比 . 
我 们 说 这 两 个 比 是 相同 的 :如果 取 第 一 ,第 三 两 个 量 的 任何 相同 的 倍数 , 取 第 二 、 
四 两 个 量 的 任何 相同 的 倍数 后 ,从 头 两 个 量 的 倍数 之 间 大 于 、 等 于 或 小 于 的 关 
系 , 可 以 推出 后 两 个 量 的 倍数 之 间 的 相应 关系 . 

注 ”这 个 定义 是 说 有 a、5、c.d 四 个 量 ,m、n 是 任意 的 整数 ,如 果 下 列 关系 
成 立 : 

对 ma 二 nb, 必 有 mc 二 nd; 
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对 ma 一 nb, 必 有 mc 一 nd; 
对 ma 上 改 有 zac 盖 72C. 
则 称 坟 王子. 定义 (5) 为 量 的 比例 的 代数 性 质 打下 基础 ,是 一 个 关键 性 定义 . 


(6) 有 等 比 的 量 称 为 成 比例 的 量 ， 
(7) 如 果 第 一 量 的 倍数 大 于 第 二 量 的 倍数 ,而 第 三 量 的 倍数 不 大 于 第 四 量 
的 倍数 ,那么 第 一 量 , 第 二 量 之 比 大 于 第 三 ,第 四 量 之 比 . 


注 这 个 定义 说 ,只 要 有 一 个 mm, 一 个 半 使 得 ma >>m, 而 mce 委 nd, 则 全 > 
了 ' 因 此 ,对 于 一 个 不 可 通 约 的 比 记 , 可 将 它 置 于 两 个 比 之 间 , 即 一 个 比 大 于 上 ， 
另 一 个 比 小 于 地 

(8) 一 个 比 至 少 要 有 三 项 ( 指 2 = 二 】， 

(9) 当 三 个 量 成 比例 时 ,我们 说 第 一 量 与 第 三 量 之 比 是 第 一 量 与 第 二 量 的 
二 次 比 . 即 是 说 ,车 一 上 ,那么 和 = 与 ， 

C C pb 

(10) 四 个 量 成 连 比 时 ,第 一 量 与 第 四 量 之 比 称 为 第 一 量 与 第 二 量 的 三 重 
比 ,依次 类 推 . 

即 是 说 ， 车 一 芝 一 万, 那么 全 皂 . 

注 定义 (11) 到 定义 (18) ,定义 了 相应 的 一 些 量 : 交 比 、 反比 、 分 比 、 合 分 比 


等 ,这 里 指 从 人 形成 < ,4 一 等 一 些 比 . 


在 定义 以 后 ,给 出 关于 量 和 最 之 比 的 25 个 命题 ,证 明 是 用 文字 叙述 的 , 欧 
几 星 得 为 了 帮助 读者 理解 命题 和 证 明 的 意义 ,用 线段 来 说 明 量 . 

命题 1 任意 多 个 量 ,分别 是 同样 多 个 量 的 相同 倍数 ,那么 不 管 那些 个 量 的 
倍数 是 多 少 , 它 们 总 起 来 也 有 那么 多 的 倍数 . 

即 是 说 mm(a 十 6 十 c 十 …) 一 ma 十 mp 十 mc 十 …. 以 下 命题 用 现代 记号 表示 
就 是 : 


bp md 


=5, 则 一 2 
命题 11 pee , 则 Z2 一 到 


a_Cc_e ma_atcte 
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命题 18 若 全 一 了 , 则 2 一 < 

第 六 卷 讨 论 相 似 多 边 形 及 比例 , 共 33 个 命题 . 

第 七 \ 八 \ 九 三 卷 是 数论 . 

第 十 卷 讨论 不 可 公 度 量 的 分 类 ,包括 与 整数 的 开 方 有 关 的 几何 运算 , 共 117 
个 命题 (或 115 个 命题 ). 

第 十 一 、 十 二 ,十 三 卷 讨 论 立体 几何 ,包括 直线 .平面 位 置 , 多 面 角 的 平面 角 ， 
棱柱 体积 ,相似 体 体积 之 比 ,以 及 讨论 正 多 面体 有 且 只 有 五 类 等 . 

从 这 个 简单 介绍 可 以 看 到 ,目前 属于 初等 几何 学 的 内 容 和 方法 ,基本 上 都 已 
包括 在 4 几何 原本 》 中 了 . 它 所 以 能 在 两 千 多 年 的 时 间 中 被 长 期 公认 为 几何 学 的 
标准 教科 书 , 就 在 于 它 的 相当 严密 的 体系 和 丰富 的 内 容 , 欧 几 里 得 的 工作 是 伟 
大 的 ,他 是 第 一 个 试图 建立 几何 学 基础 ( 即 提出 一 些 定义 和 少数 公设 .公理 作 
为 后 面 迎 辑 推理 的 依据 和 出 发 点 ) 的 数学 家 . 不 过 ,由 于 历史 的 局 限 性 《几何 
原本 》 并 没有 彻底 解决 建立 几何 基础 的 问题 ,《 几 何 原 本 》 的 逻辑 体系 不 是 严 
密 的 . 


了 题 3.2 


1.《 几 何 原 本 》 的 主要 内 容 是 什么 ? 
2. 对 《几何 原本 》 的 缺陷 你 是 怎样 认识 的 ? 
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《几何 原本 的 公理 系统 尽管 具有 伟大 的 历史 意义 ,成 为 表述 科学 真理 的 上 典 
范 ,但 是 毕竟 处 于 初创 时 期 ,有 许多 不 足 之 处 . 

早 在 古 希 腊 时 期 ,数学 大 家 阿 基 米 德 (Archimedes, 公 元 前 287 一 前 212) 就 
指出 ,在 几何 作 图 时 ,对 任意 两 条 线段 a,b6,a 二 5, 若 用 a 的 长 度 在 6 上 依次 截取 
线段 ,必定 在 nn 次 之 后 ,能 够 超过 6。 的 长 度 , 即 wa 之 0. 这 就 是 著名 的 阿 基 米 德 公 
理 。 它 不 含 在 《几何 原本 》 的 公理 体系 之 中 . 因此 ,几何 原本 }》 中 的 某 些 作 图 缺乏 
公理 依据 , 即 其 公理 体系 是 不 完备 的 . 

在 欧洲 漫 光 的 中 世纪 黑夜 里 《几何 原本 》 几 乎 失传 . 直到 文艺 复兴 以 后 ,《 几 
何 原 本 》 的 公理 体系 才 重 新 被 人 们 研究 ,一 些 不 足 之 处 也 陆续 发 现 出 来 . 

欧 几 里 得 试图 对 一 切 概念 都 给 予定 义 , 但 他 在 最 初 的 几 个 定义 中 用 了 一 些 
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未 经 定义 的 概念 ,如 “部 分 ”“ 界 限 ”、“ 长 度 ” 和 “宽度 ”等 ,这 些 概 念 意义 模糊 不 
清 ,缺乏 逻辑 性 . 起 初 的 几 个 定义 中 的 概念 只 是 形象 的 抽象 描述 . 

在 公理 ,公设 的 作用 方面 ,如 果 把 它们 作为 几何 学 严格 的 逻辑 推理 的 根据 ， 
所 列 的 五 个 公设 和 五 个 公理 是 不 够 的 ,在 证 明 某 些 定 理 时 , 欧 儿 里 得 不 得 不 (或 
明 或 暗 地 ) 采 用 借助 图 形 直 党 与 默认 的 方法 . 例如 

《几何 原本 ;第 一 卷 第 1 个 命题 “在 一 定 直 线 上 作 等 边 三 角形 ” 

作法 :已 知 直线 ( 即 线 段 )AB, 作 @(4A,4B) ,再 作 @CB,4AB), 设 两 圆 交 于 
C, 连 结 AC、BC, 就 得 等 边 八 ABC( 图 略 ). 

欧 几 里 得 在 这 里 是 据 直 观 , 假 定 这 样 的 两 圆 必定 相交 ,可 是 根据 定义 .公理 
及 公设 是 得 不 出 这 个 断 语 的 . 事实 上 ,交点 C 的 存在 必须 以 圆 的 连续 性 为 前 提 ， 
而 他 的 公理 中 没有 一 处 讲 到 连续 性 (此 处 ,事实 上 上 暗 地 导 人 了 新 的 公理 ). 

《几何 原本 第 一 卷 第 4 个 命题 ,“ 若 一 个 三 角形 两 边 和 其 夹 角 相应 地 等 于 另 
一 个 三 角形 的 两 边 和 其 夹 角 , 则 这 两 个 三 角形 全 等 ”. 

证 明 方 法 是 把 一 个 三 角形 又 合 到 男 一 个 三 角形 上 去 ,但 是 ,要 使 两 图 形 能 够 
人 用 合 ,必须 求助 于 运动 . 运动 中 图 形 会 不 会 变形 ?《 几何 原 本 》 中 既 没 有 明确 “ 运 
动 的 概念 ,也 没有 相应 的 公理 ,不 得 不 赁 直觉 假定 运动 使 图 形 的 长 度 和 角度 都 
保持 不 变 . 

《几何 原本 》 中 也 利用 了 ”“ 介 于 ?的 概念 ,如 “直线 上 一 点 介 于 另 两 点 之 间 ?”、 
“在 直线 同一 侧 的 两 点 ”“ 在 直线 不 同 侧 的 两 点 ”, 但 欧 几 里 得 并 没有 把 这 些 概念 
列 和 人 公理 系统 (缺乏 顺序 公理 ) ,因此 ,对 于 这 些 语 句 的 意义 也 只 能 依靠 图 形 的 直 
观 来 理解 ,证 明定 理 用 到 它们 时 ,也 只 得 利用 图 形 的 直觉 来 说 明 . 

基于 上 述 缺 陷 , 学 习 欧 几 里 得 几何 的 学 生 可 能 发 生 因 错误 作 图 而 得 出 错误 
结论 的 危险 . 大 量 的 所 谓 几 何 诡辩 就 是 这 样 产生 的 . 诡辩 结论 都 有 形式 上 正确 的 
证 明 ,但 都 基于 错误 的 几何 作 图 , 即 与 介 于 性 公理 相 矛 盾 , 如 大 家 较 熟 知 的 “每 个 
三 角形 都 是 等 采 的 ”诡辩 结论 的 证 明 即 如 此 . 

综 上 所 述 , 欧 几 里 得 的 4《 凡 何 原 本 》 中 的 公理 系统 作为 几何 学 的 逻辑 推理 的 
基础 是 不 够 严密 的 . 应 该 怎样 修改 .补充 《几何 原本 》 中 的 定义 、 公理 才能 使 几何 
学 成 为 逻辑 上 完美 无 缺 的 科学 呢 ? 怎样 建立 几何 学 的 牢固 的 逻辑 基础 呢 ? 这 个 
问题 是 两 千年 以 来 的 几何 学 家 研究 的 重要 课题 ,几乎 从 《几何 原本 》 写 成 之 日 就 
开始 了 . 数学 家 从 两 方面 进行 研究 ,一 方面 是 增加 或 改换 公理 , 另 一 方面 是 试 证 
第 五 公设 ,前 者 促进 了 几何 基础 的 严密 化 ,后 者 导致 了 非 欧 几何 的 产生 . 

在 改良 欧 几 里 得 《几何 原本 》 公 理 系统 的 漫长 的 岁月 里 ,首先 值得 提 到 的 应 
是 古代 希腊 伟大 的 数学 家 物理 学 家 阿 基 米 德 ,在 其 《 论 球 和 柱 体 》 著 作 中 提出 了 
五 个 公理 ,其 中 第 五 个 :“ 两 条 不 等 的 线 , 两 个 不 等 的 面 , 或 两 个 不 等 的 体 ,只 要 把 
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可 比较 的 量 中 的 小 的 扩大 到 适当 的 倍数 , 便 会 比 大 的 那 一 个 更 大 ”. 这 条 公理 关 
于 线段 的 叙述 , 便 是 现在 所 谓 的 著名 的 阿 基 米 德 公理 "小 的 线段 < 恒 可 以 增 大 
这 样 多 的 整数 倍 , 使 它 越过 大 的 0, 即 存在 正 整 数 户 使 ha 之 所 .此 万 庆 量 见 何 的 
不 可 缺少 的 几何 根据 . 

中 世纪 的 数学 以 有 大 量 公 理 为 其 特点 ,数学 家 们 都 把 一 连 串 的 空间 性 质 写 
成 公理 ,这些 公理 的 历史 作用 在 于 ,它们 促进 了 现代 公理 化 思想 方法 的 建立 .在 
17 18 世纪 , 萨 开 里 (Saccheri) .Lambert 、 Legendre 曾经 反复 地 通过 不 同方 式 企 
图 证 明 第 五 公设 是 定理 , 即 设法 用 其 他 简单 的 公理 予以 证 明 . 他 们 多 半 使 用 反 证 
法 ,从 第 五 公设 的 否定 命题 出 发 ,如 果 能 找 出 矛盾 ,就 得 到 证 明 . 但 是 费 尽 心机 ， 
终 无 结果 . 

19 世纪 中 时 , 非 欧 见 何 诞生 的 时 机 终于 成 熟 了 . 人 类 的 理性 精神 和 思辩 能 
力 ,催生 了 非 欧 几何 . 首先 是 大 数学 家 高 斯 (Gauss,1777 一 1855) 发 现 了 第 五 公设 的 
否定 命题 和 其 他 公理 是 协调 的 , 即 无 矛盾 的 . 匈牙利 的 大 学 生 J. 波 尔 约 (Bolyai， 
1802- 一 1860) 也 独立 地 在 1832 年 发 现 了 非 欧 几何 .但 是 ,只 有 俄罗斯 的 罗 巴 切 夫 斯 
基 (1792 一 1856) 在 1826 年 发 表 “ 虚 几何 学 "的 演讲 ,但 是 没有 得 到 承认 . 1829 年 ,他 
把 自己 的 创见 发 表 在 《 喀 山 通报 》 上 . 这 是 世界 上 最 早 的 非 欧 几 何 文献 . 

罗 巴 切 夫 斯 基 用 “过 给 定 直 线 外 一 点 ,存在 着 至 少 两 条 直线 与 给 定 直线 不 相 
交 来 奉 代 平行 公理 ,并 由 这 套 新 的 体系 演绎 出 一 套 与 欧 氏 几何 角 然 不 同 的 命题 体 
系 ,但 却 并 没有 导致 任何 矛盾 . 当时 的 数学 界 不 能 接受 这 样 奇怪 的 几何 ,不 断 遭 到 
嘲讽 和 打击 .但 是 罗 巴 切 夫 斯 基 毫 不 动摇 ,继续 用 法 文 . 德 文 . 俄 文 陆续 发 表 著 作 . 
他 追求 真理 .坚持 真理 .宣传 真理 的 勇敢 作为 ,绝对 是 人 类 崇尚 理性 的 典范 . 可 以 作 
为 对 照 的 是 ,虽然 高 斯 发 现 了 非 欧 几何 ,但 内 为 和 传统 的 观念 相悖 , 没 能 公开 发 表 . 

非 欧 几何 虽然 在 逻辑 上 是 成 立 的 .但 是 要 让 人 们 真正 信服 这 种 纯 理 性 的 几 
何 体 系 , 还 是 应 该 将 这 种 “ 虚 ” 的 几何 学 真正 地 构造 出 来 ,也 就 是 要 提供 这 种 “ 虚 ” 
几何 的 现实 模型 . 在 19 世纪 70 年 代 , 相 继 提 出 了 许多 “实在 ”的 非 欧 几何 模型 ， 
这 些 模型 都 能 将 非 欧 几何 学 在 人 们 已 经 习惯 的 欧 氏 空间 中 实现 出 来 . 

下 面 用 法 国 大 数学 家 上 庞 加 莱 (Poincare,1854 一 1912) 提 出 的 上 半 平 面 模型 作为 
例子 来 阑 述 非 欧 平面 几何 .在 庞 加 莱 模 型 中 , 它 的 基本 概念 可 作 如 下 的 理解 

“点 "相当 于 上 半 ( 开 ) 平 面 中 的 点 ; 

“直线 "相当 于 “上 半 平 面 中 与 x 轴 垂 直 的 直线 ,或 上 半 平 面 中 以 a 轴 上 的 点 
为 圆心 的 上 半圆 周 ”; 

“所 卫 属于 (或 结合 ) 直 线 /相当 于 “上 半 平 面 中 代表 P 的 那 一 个 点 属于 代 
表 直 线 ! 的 那 条 与 x 轴 垂 直 的 直线 ,或 以 a 轴 上 的 点 为 圆心 的 上 半圆 周 ”; 

“点 旦 在 另 两 点 A,C 之 间 ” 相 当 于 “A,B,C 三 点 属于 上 半 平 面 中 间 一 条 与 a 
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轴 垂 直 的 直线 ,或 属于 上 半 平 面 中 同一 个 以 轴 上 的 点 为 圆心 的 上 半圆 周 上 ,而 
且 排 列 的 次 序 是 依次 为 A,B,C”. 

“两 线段 合同 ”相当 于 “利用 一 系列 关于 与 a 轴 垂 直 的 直线 的 对 称 ,或 关于 以 
a 轴 上 的 点 为 圆心 的 半圆 的 反 演 后 能 将 一 线段 变 至 另 一 线段 ” 

“两 角 合同 "相当 于 “利用 一 系列 关于 与 a 轴 垂 直 的 直线 的 对 称 ,或 关于 以 a 
铀 上 的 点 为 圆心 的 半圆 的 反 演 后 能 将 一 角 变 至 另 一 角 ?” 

可 以 验证 这 些 基本 概念 是 服从 结合 公理 ,顺序 公理 ,合同 公理 、 连 续 公 理 所 
规定 的 约束 ,而 且 此 模型 满足 非 欧 几 何 的 “平行 公理 ”, 即 “过 给 定 直 线 外 的 一 点 ， 
可 作 至 少 两 条 与 给 定 直线 不 相交 的 直线 .” 

如 图 3 -2 所 示 , 过 罗氏 平面 上 任 一 罗氏 直线 ! 外 的 一 点 己 , 确 实 可 以 作出 两 
条 罗氏 直线 与 ! 平行 .这 里 要 注意 的 一 点 是 欧 氏 直线 a 上 的 点 不 是 罗氏 系统 的 
几何 元 素 , 故 两 个 半圆 相交 于 直线 a 上 某 一 点 则 视 为 相交 于 无 穷 远 点 ,而 它们 在 
有 穷 范 围 内 永 不 相交 . 这 就 实现 了 罗 巴 切 夫 斯 基 的 虚 几 何 . 


du 


3-2 

由 此 模型 ,我们 还 可 以 验证 罗氏 几何 在 一 定 意义 下 的 相 容 性 . 现在 假如 如 果 
罗氏 系统 在 今后 的 展开 中 出 现 了 正 \ 反 两 个 互相 矛盾 的 命题 , 则 只 要 按 如 上 规定 
的 几何 元 素 间 的 对 应 名 称 进 行 翻 译 , 即 立刻 成 为 互相 矛盾 的 两 个 欧 氏 几何 定理 . 
从 而 欧 氏 几何 系统 也 就 自 相 矛盾 了 . 因此 ,我 们 可 以 说 ,如 果 欧 氏 几 何 没有 矛盾 ， 
那么 罗氏 几何 也 没有 矛盾 . 

通过 模型 ,人 们 终于 接受 了 非 欧 几 何 . 

我 们 把 17 一 19 世纪 人 们 对 公理 化 方法 的 研究 称 为 “思辨 性 ”的 时 期 . 这 是 因 
为 这 时 的 公理 化 虽然 仍旧 保持 了 一 定 的 直观 成 分 ,还 使 用 点 线 面 这 样 的 几何 形 
象 ,但 是 已 经 进入 到 理性 思辨 的 领域 ,罗氏 几何 中 的 点 、 线 ,以 及 它们 之 间 的 关 
系 , 需 要 通过 思辩 才能 理解 . 此 外 ,公理 可 以 和 自己 的 直观 不 一 致 ,甚至 违背 , 这 
也 把 公理 化 方法 带 进 思辩 的 领域 . 人 类 理性 思维 的 能 力 进入 了 新 的 历史 阶段 . 
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第 五 公设 的 试 证 导致 发 现 非 欧 几何 而 引起 的 几何 学 上 的 革命 ,也 促进 了 几 
何 基础 问题 的 研究 . 
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非 欧 几何 的 诞生 ,使 得 人 们 对 公理 化 方法 更 加 关注 ,思考 益 深 . 如 前 所 述 , 欧 
氏 《 几 何 原 本 }》 中 的 公理 体系 有 许多 缺陷 . 如 何 将 它 修改 完善 ,成 为 一 个 值得 研究 
的 重大 数学 课题 . 

1898 年 ,数学 大 师 D ' 希 尔 但 特 的 著作 《几何 基础 》 出 版 . 这 标志 着 欧 氏 几 
何 的 完全 严密 化 . 希 尔 伯 特 工作 的 核心 是 形式 主义 哲学 观念 . 在 他 看 来 ,一 门 就 
是 一 个 形式 系统 , 即 一 个 符号 系统 . 数学 应 当 看 作 一 种 由 公理 出 发 进行 推理 的 纯 
粹 的 符号 游戏 ,不 过 在 推理 游戏 中 必须 保证 推导 不 出 矛盾 . 

这 样 一 来 , 欧 氏 几何 可 以 看 作 是 一 些 对 象 按 一 定 规则 推导 出 来 的 一 堆 命 题 ， 
其 间 不 会 发 生 矛 盾 . 点 , 线 , 面 这 样 的 对 象 并 没有 实质 性 的 意义 ,只 要 满足 既定 的 
一 些 公 理 所 规 定 的 关系 ,把 它 称 为 “桌子 .椅子 .啤酒 瓶 ? 也 行 . 不 论 什 么 对 象 ,只 
要 服从 相同 的 形式 规则 ,它们 就 构成 同样 的 数学 . 也 就 是 说 ,重要 的 是 “形式 ”, 与 
对 象 的 实质 无 关 . 这 就 是 “形式 主义 ”一 词 的 来 源 . 形式 主义 的 数学 观 忽 视 数学 与 
现实 世界 的 联系 ,并 不 符合 数学 发 展 的 实际 .但 是 , 它 在 创立 数理 逻辑 学 科 ,推动 
计算 机 科学 的 发 展 上 有 重大 价值 . 实际 上 ,计算 机 当然 不 能 理解 “实质 ”性 的 对 
象 , 只 是 按照 人 们 的 需要 能 够 从 事 形式 上 的 运算 而 已 . 

以 下 是 希 尔 伯 特 在 《几何 基础 中 给 出 的 公理 体系 . 
基本 元 素 ( 点 .直线 .平面 ) 

结合 关系 
be 
合同 关系 
几何 基础 关联 公理 (I ~ Ts) 
顺序 公理 (下 一 工 》 
基本 公理 4 合同 公理 ( 轩 , 一 亚 :) 
平行 公理 (TY ) 
连续 公理 (V) ~ VV,) 

我 们 再 次 指出 :其 中 的 基本 元 素 : 点 . 线 . 平 面 ,完全 不 加 任何 实质 性 的 定义 . 
它们 来 自 直观 ,高 于 直观 ,以 至 于 可 以 完全 脱离 直观 , 代 之 以 任何 其 他 的 对 象 , 只 
要 这 些 对 象 “形式 ”上 满足 所 有 的 基本 关系 和 基本 公理 . 

以 上 的 公理 体系 中 ,把 平行 公理 去 掉 , 就 构成 “绝对 几何 ”的 公理 系 . 绝对 几 
何 加 上 “平行 公理 ”, 构 成 欧 氏 几何 ,加 上 平行 公理 的 否定 命题 ,就 构成 非 欧 几何 . 


基本 概念 


现在 ,我 们 把 希 尔 伯 特 的 公理 系统 完整 地 写 出 来 . 

硕 尔 伯 特 在 4 几何 基础 》 中 先 取 定 三 个 基本 对 象 ; 点 .直线 和 平面 ,五 个 基本 
关系 :两 个 结合 关系 ,叙述 为 “点 与 直线 结合 ”“ 点 与 平面 结合 ”, 也 就 是 日 常 说 的 
点 在 直线 上 " “点 在 平面 上 ”或 "直线 通过 点 "平面 通过 点 ”; 一 个 顺序 关系 , 叙 
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述 为 一 点 在 另 两 点 之 间 ”; 两 个 合同 关系 ,叙述 为 “线段 与 线段 合同 “和 角 与 角 合 
同 ”( 线 段 与 角 另 有 定义 ). 同时 逐步 地 提出 五 组 公理 共 二 十 条 ,它们 是 :结合 公理 
(8 条 ) .顺序 公理 (4 条 ) .合同 公理 (5 条 ) .连续 公理 (2 条 )、 平 行 公 理 (1 条 ). 下 
面具 体 介 绍 并 展开 一 点 讨论 . 

第 一 组 ”结合 公理 (又 称 关 联 公理 或 从 属 公理 ) 

1 对 于 两 个 不 同 的 点 , 恒 有 一 直线 结合 (通过 ) 其 中 的 每 个 点 ; 

1。 对 于 两 个 不 同 的 点 ,至 多 有 一 条 直线 结合 其 中 的 每 个 点 ; 

1;; 每 直线 上 至 少 有 两 个 (不 同 的 ) 点 ; 

1;3。 至 少 有 三 点 不 在 一 直线 上 

I， 对 于 不 在 一 直线 上 的 三 点 ,人 恒 有 一 平面 通过 它们 中 的 每 个 点 ; 

1,。 每 平面 上 至 少 有 一 个 点 ; 

]; 对 于 不 在 一 直线 上 的 三 个 点 ,至 多 有 一 平面 通过 它们 中 的 每 个 点 ; 

1。 如 果 直 线 a 上 的 两 个 点 在 平面 a 上 , 则 a 的 每 个 点 在 a 上 ; 

I， 如 果 两 平面 有 一 公共 点 , 则 至 少 有 为 一 公共 扩 ; 

I。 至 少 有 四 个 点 不 在 同一 平面 上 . 

由 上 我 们 可 以 看 到 ;Q) 结合 公理 保证 了 直线 .平面 的 存在 ,其 中 [I:: 和 工 保 
证 了 点 的 存在 ; 上 和 工 .: 保 证 了 直线 的 仓 在 ; I 1 和 了 保证 了 平面 的 存在 . [: : 、 
1 1、14.:、1; 等 又 说 明 在 怎样 的 条 件 下 存在 什么 , 称 之 为 “条 件 存 在 公理 ”. 

公理 1;、1;、I6 不 涉及 存在 问题 ， 

3 结合 公理 刻画 了 点 、 直 线 、 平 面 间 的 结合 关系 . 1 1 一 1 属于 点 和 直线 的 
结合 关系 , 称 为 平面 结合 公理 ; [,-- 上, 称 为 空间 结合 公理 . 

3 结合 公理 (主要 是 I;、]) 保 证 了 所 研究 的 空间 是 三 维 的 . 

“直线 和 平面 结合 关系 ”不 是 基本 概念 ,但 可 定义 如 下 : 

定义 1 者 直线 上 的 每 个 点 都 在 平面 c 上 , 则 称 直 线 a 和 平面 a 互相 结合 
(或 a 在 a 上 ). 

结合 公理 可 以 有 如 下 推论 : 

定理 1 两 直线 至 多 有 一 个 公共 点 ;一 平面 和 不 在 其 上 的 一 直线 至 多 有 一 
个 公共 点 ;两 个 平面 或 者 既 无 公共 点 又 无 公共 直线 ,或 者 有 一 条 公共 直线 ,它们 
所 有 的 公共 点 都 在 这 直线 上 . 

定理 2 过 不 共 线 三 点 恰 有 一 个 平面 ;过 一 直线 及 不 在 其 上 的 一 点 恰 有 一 
平面 ;过 有 公共 点 的 两 直线 怡 有 一 平面 . 

定理 3 每 个 平面 上 至 少 有 三 个 不 在 同一 条 直线 上 的 点 . 

如 上 结合 公理 是 中 学 平面 几何 与 立体 几何 中 有 关 点 .直线 .平面 间 结 合 关系 
的 理论 基础 . 其中], 了 T,， 141，,1;, 1 都 反映 在 教材 中 了 ;关于 两 个 平面 的 结合 
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关系 ,传统 中 学 几何 教材 是 采用 了 结合 公理 的 推论 一 一 定理 1 中 的 部 分 结论 ; 公 
理 组 中 的 了. 了 :.T; 在 传统 中 学 教材 论证 中 ,都 作为 直观 或 默认 的 事实 . 

第 二 组 ”上 顺序 公理 了 (又 称 介 于 公理 ) 

由 大 点 8B 在 点 A 和 人 C 之 间 , 则 A、B.C 是 直线 上 的 不 同 三 点 ,而 且 B 也 


在 C 和 4 之 间 . 简 记 为 ABC=>CBA. 

I。 对 于 任意 两 点 A 和 B, 直 线 AB 上 至 少 有 一 点 C, 使 得 B 在 A 和 C 
之 间 . 

[; 在 一 直线 上 的 任意 三 个 点 里 ,至 多 有 一 点 在 其 余 两 点 之 间 . 

为 介绍 公理 了 L , 先 给 出 如 下 定义 . 

定义 2 直线 上 无 序 两 点 A、B 间 的 集合 叫 线段 , 记 为 AB 或 BA,A 和 B 之 
间 的 点 叫 线段 AB 的 内 点 ,或 线段 AB 上 的 点 ,A 和 B 之 间 所 有 点 的 集合 叫做 一 
开 线 段 , 记 为 (AB),A.、B 各 叫 线段 AB 或 (AB) 的 端点 ,直线 AB 上 异 于 A 、B 且 
不 属于 (4B) 的 点 叫 线段 AB 或 (AB) 外 部 的 点 . 

定义 3 不 共 线 的 点 A、B、C 和 三 开 线 段 (A4B)、(BC)、(CA) 的 所 有 点 的 集 
合 称 为 一 三 角形 , 记 为 人 ABC,A、B、C 称 为 该 三 角形 的 顶点 , 开 线 段 (AB).、 
(BC)、(CA) 各 称 为 该 三 角形 的 边 ， 

(和 帕 施 Pasch 公理 ) ” 设 A、B.C 不 在 同一 直线 上 ,直线 在 平面 ABC 上 但 
不 过 ABC 中 的 任 一 点 ,大 4 过 (AB) 的 一 点 , 则 它 必 过 (4AC) 的 一 点 或 (BC) 的 
一 点 . 

由 施 公 理 又 可 和 叙述 为 :与 一 三 角形 共 面 而 不 过 其 顶点 的 直线 ,车 与 三 角形 的 
一 边 相 交 , 必 与 男 一 边 相 交 ， 

由 上 我 们 可 以 看 到 ;QQ 公理 下 一 下 是 直线 上 点 的 顺序 公理 ,也 称 为 线性 顺 
序 公 理 , I 是 平面 顺序 公理 ;@ [保证 线段 外 部 有 点 , 了 ;断言 共 线 三 点 至 多 有 
一 氮 在 尺 两 点 之 间 . 但 是 ,线段 内 部 是 否 有 点 ? 共 线 三 点 中 是 否 必 存在 一 点 在 另 
两 点 之 间 ? 这 些 问 题 公 理 中 没有 直接 回答 ,但 答案 是 肯定 的 ,它们 的 证 明 都 必须 
用 帕 施 公理 . 

顺序 公理 可 以 有 如 下 推论 : 

定理 4 对 于 任意 两 点 A、C, 直线 AC 上 至 少 有 一 点 B 在 A、.C 之 间 . 
(证 略 ) 

定理 5 在 一 直线 上 的 三 个 点 中 , 必 有 和 且 只 有 一 点 在 其 余 两 点 之 间 . (读者 
自 证 》 

定理 6 直线 a 与 人 ABC 共 面 而 不 过 其 顶点 , 若 a 交 其 一 边 , 则 必 交 其 另 一 
边 ,但 不 得 再 交 其 第 三 边 . (证 略 ) 

定理 7 A、B.C 共 线 , 另 一 点 PP 车 在 三 开 线 段 (AB)、(BC)、(CA) 之 一 上 ， 
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则 必 在 其 二 上 ,但 不 得 再 在 其 三 上 . 
定理 8 设 A、BC.D 为 同一 直线 上 的 四 点 , 则 


(1) ABCB BCD=>ABDE ACD, 
(2) ABCH ACD=>ABDE BCD, 


(3) ABC 日 4BD~>ACD 且 BCD 或 ADC 日 BDC. 
定理 9 线段 AB 内 部 的 点 有 无 穷 多 个 ,线段 AB 外 部 的 点 有 无 穷 多 个 . 


定义 4 设 O.A.B 共 线 ,车 AOB, 则 称 A、B 在 这 直线 上 点 O 的 异 侧 ; 若 O 
不 在 A 和 B 之 间 , 则 称 A、B 在 OO 的 同 侧 . 

定理 10( 齐 线 定理 ) 直线 a 上任 一 点 O 把 a 上 所 有 其 余 的 点 分 成 两 类 ,使 
得 点 O 〇 在 异类 两 点 之 间 , 而 不 在 同类 两 点 之 间 . (证 略 ) 

还 有 训 面 定理 、 齐 分 空间 定理 ,空间 帕 施 定理 等 ,此 处 均 略 , 下面 再 给 出 角 的 
定义 . 

定义 5 两 点 O.A 在 直线 a 上 ,点 A 以 及 与 点 A 在 点 O 同 侧 的 所 有 点 的 集 
合 称 做 以 O 为 原点 (或 端点 ?的 一 条 射线 , 记 作 OA. 

定义 6 点 O 〇 以 及 以 O 为 原点 的 无 序 的 两 条 不 共 线 的 射线 h 上 的 集合 称 为 
角 , 点 OO 称 为 角 的 顶点 ,射线 及 上 & 各 称 为 角 的 边 , 记 为 人 (hh,k) 或 人 (4,h) 或 人 人 0. 

还 可 以 给 出 n 角形 、n 边 形 、 半 空间 等 定义 . ( 略 ) 

如 上 顺序 公理 在 中 学 教材 中 没有 引入 ,而 是 渗透 其 中 的 . 我 们 可 以 运用 结合 
公理 .顺序 公理 “居高临下 ?地 理解 中 学 教材 . 例如 ,对 于 射线 的 定义 在 平面 几何 
教材 中 是 无 法 界定 的 ,而 由 定义 4 则 可 理解 这 个 概念 的 意义 了 ;对 于 “线段 可 以 
向 任意 一 方 延伸 ”中 的 “延伸 ”的 意义 的 揭示 也 是 从 下 得到, ,保证 了 “延伸 ”的 
可 能 性 ;关于 两 线段 .两 角 大 小 比较 中 的 内 、 外 部 概念 、 半 平面 等 概念 在 教材 中 仅 
作 了 直观 描述 ,这 些 问 题 只 有 在 了 ;一 上 ,的 基础 上 才 可 以 从 理论 上 予以 严格 令 
述 . 等 等 . 

第 三 组 ”合同 公理 了 

中 离 大 小 、 角 的 大 小 、 迭 合 等 许多 概念 要 定义 ,必须 引进 新 的 基本 概念 一 一 
合同 关系 ,并 以 “三 ” 记 之 . 

合同 关系 中 的 二 个 基本 关系 受 下 述 公 理 (5 条 ) 制 约 ， 

夺 ， 设 A、B 是 直线 a 上 的 两 点 ,A' 是 同一 或 男 一 直线 a 上 的 一 点 , 则 在 a 
上 A 的 已 知 一 便 恒 有 一 点 如 ,使 线段 AB 合同 于 线段 A'B', 记 为 AB=A’'B'.. 

开 者 两 线段 (可 以 相同 ) 都 合同 于 第 三 线段 , 则 这 两 线段 也 合同 ， 

多 证 线段 合同 关系 是 等 价 关 系 , 因 此 线段 合同 具有 反 身 性 、 对称 性 、 传 递 性 . 

下 开 线 段 (AB)、(BC) 均 在 直线 c 上 而 无 公共 点 , 开 线 段 (4 BO) (BC 
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均 在 同一 直线 或 另 一 直线 a 上 , 亦 无 公共 点 ,车 AB 夺 A B’',BC 三 BC 则 AC= 
AC.. 

中, ， 已 知 平面 a 上 的 一 角 作 (hh,k) ,平面 a 的 一 直线 a 的 一 侧 , 以 及 a 上 
以 点 O 〇 为 原点 的 一 条 射线 hh , 则 a 上 恰 有 一 射线 ,使 人 (hh,k) 合 同 于 人 (hh, ) 
且 训 在 a 的 已 知 一 侧 , 记 为 人 (h,k) 圭 人 人 (h' ,kk )， 

WV, Ahk)SA hk). 

下; (三 角形 合同 公理 ) ”对 于 两 个 三 角形 ABC 和 有 A’B'C’, 若 AB 二 A’B”， 
AC=A'C', A BAC=AB'A'C’', 则 八 ABC= 人 入 A'B'C'. 

由 上 我 们 可 以 看 到 : 亚 ， 保证 线段 可 移 , 但 未 保证 移 法 唯一 ,但 在 开 , 一 正 ， 
的 条 件 下 移 法 唯一 ;下 ,保证 角 的 可 移 , 且 在 所 设 条 件 下 移 法 唯一 ; 在; 保证 线 
段 可 加 ; 亚 : 把 “线段 合同 ”与 “和 角 合 同 ” 两 个 概念 联系 起 来 ,是 证 明 三 角形 合同 的 
重要 依据 . 

合同 公理 有 如 下 推论 : 

定理 11( 线 段 移 法 的 唯一 性 ) 于, 中 的 点 B' 是 唯一 的 . 

类 似 地 可 推 得 三 角形 合同 的 边 角 边 . 角 边 角 . 边 边 边 定 理 以 及 角 合 同 的 一 系 
列 定理 .( 略 ) 


定理 12( 减 线 定理 ) 设 ABC, 点 B.C 在 直线 A'B 上 点 A’ 的 同 侧 , 且 


AB=A'B',AC 二 A'C', 则 A'B'C' 且 BC 三 B'C'. (证 略 , 留 作 练习 )， 
由 此 , 便 可 讨论 ,两 线段 大 小 的 比较 . 
定义 7 已 知 两 线段 AB 及 A'C’, 在 AC 上 取 点 B' 使 AB 三 A’'B’, 若 


A'B'C', 则 称 AB 小 于 AC’, 记 为 AB 二 A'C’ ;车 A'C'B’, 则 称 AB 大 于 A'C', 记 
为 AB 二 A'C.. 

定理 13 设 a.b.c 表示 任意 三 线段 ,下 列 命题 成 立 . 

(1) a>bEb<a; 

(2) a= 王 0,a>p,a<< 怡 有 一 个 成 立 ; 

(3) a<=b,b 过 cc 或 a 二 6b,b 寺 cc 或 a 三 b ,bb 之 cSa<c. 

证 明 (1) 可 用 定义 ?7 与 定理 10 得 证 ; 

(2) 可 用 定义 7 及 定理 5 得 证 ; 

(3) 可 由 定理 8 及 定理 10 得 证 . 

同样 我 们 可 以 讨论 角 的 大 小 比较 并 可 证 明 ， 

定理 14( 外 角 定 理 ) 三 角形 的 每 个 外 角 都 大 于 其 任意 一 个 不 相 邻 的 内 角 . 

推论 1 若 共 面 的 两 直线 被 第 三 直线 截 得 相等 的 同位 角 , 则 此 两 直线 不 
相交 . | 
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推论 2 ”通过 已 知 直线 外 一 已 知 点 至 少 可 引 一 直线 与 已 知 直线 共 面 而 不 
相交 ， 

还 可 推 得 三 角形 的 角 边 关系 结论 .三 角形 合同 的 角 角 边 . 边 边 角 定 理 及 有 关 
角 、 垂 线 、 角 平分 线 的 一 系列 定理 等 

注意 ,我 们 这 里 是 直接 比较 两 线段 的 大 小 ,而 并 非 比 较 它们 的 长 度 , 这 是 因 
为 到 目前 为 止 ,还 不 能 够 证 明 每 条 线段 都 有 长 度 , 而 只 有 引用 了 下 面 的 连续 公理 
之 后 , 才 可 能 做 到 这 一 点 . 

如 上 合同 公理 在 中 学 教材 中 没有 直接 引入 ,但 我 们 可 以 认为 “合同 的 图 形 ” 
就 是 “全 等 的 图 形 ”教材 中 盖 述 全 等 时 用 到 “运动 ”的 概念 ,但 在 前 述 三 组 公理 的 
基础 上 是 可 以 定义 “运动 ”的 . 在 中 学 教材 中 有 关 “ 相 等 "“ 全 等 "问题 的 论述 中 ， 
在 逻辑 上 是 不 严谨 的 ,这 只 有 在 公理 用 一男; 之 下 才 论 述 得 严谨 . 

由 前 面 三 组 公理 可 推导 出 立体 几何 中 有 关 直 线 . 垂 线 . 面 角 的 一 系列 定理 . 

第 四 组 ”连续 公理 

NN,( 阿 基 米 德 公理 ) 设 AB 和 CD 是 任意 的 两 条 线段 , 则 在 A 上 存在 着 有 
限 多 个 点 A , A,,… ,A, ,使 得 A, 在 A 和 A; 之 间 ,4; 在 A; 和 As 之 间 ,……， 
A, ! 在 A, ;和 B 之 间 ,B 在 A,|1 和 A, 之 间 , 并 且 线 段 AAi,AiA;,…,A,_1A， 
都 合同 于 线段 CD. 

IV,( 直 线 完备 性 公理 ) 直线 上 的 点 所 成 的 点 集 ,连同 其 顺序 关系 和 合同 关 
系 , 不 能 再 行 扩充 ,使 得 扩充 后 , 仍 满足 公理 IT 正和，,. 

连续 公理 都 是 条 件 存在 公理 ,通常 称 为 测量 公理 . 它们 是 使 任意 的 线段 能 够 
由 测量 得 长 度 的 理论 基础 . 

在 前 面 三 组 公理 的 基础 上 ,与 W, 等 价 的 有 戴 德 金 命题 : 

设 线段 AB 及 其 内 部 的 所 有 点 能 被 分 为 两 类 , 且 具 有 下 列 性 质 ， 

OD 每 点 恰 属 于 一 类 ,A 属 第 一 类 ,B 属 第 二 类 ， 

@ 第 一 类 中 异 于 A 的 每 个 点 ,在 A 和 每 个 第 二 类 点 之 间 . 

则 必 存 在 一 点 C, 使 A.C 间 的 点 都 属 第 -类 ,而 C.B 间 的 点 都 属 第 二 类 ,点 
C 称 为 戴 德 金 分 割 点 或 界 点 ,这 种 分 类 称 为 一 个 戴 德 金 分 划 . 


连续 公理 有 如 下 推论 : 

定理 1S 如果 选 定 了 长 度 单位 00 , 则 每 条 线段 AB 有 唯一 的 一 个 长 
度 d (AB). 

定理 16 对 于 任何 给 定 的 正 实数 a, 在 给 定单 位 长 度 后 , 则 存在 一 线段 , 它 
的 长 度 等 于 a. 


定义 了 角 的 测量 单位 和 角度 后 ,有 
定理 17 取 定 一 角度 单位 ,每 角 人 (hh,k) 必 有 一 个 且 只 有 一 个 度 (hh,k). 
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定理 18 取 定 一 角度 单位 后 ,在 直角 的 角度 是 w, 则 任 一 数 a(0 二 a 二 2w)， 
总 对 应 着 一 个 角 人 (hh,&) ,使 (hk) 二 a. 

还 可 推 得 直线 的 连续 性 命题 .直线 交 贺 命题 .立交 加 命题 . 

对 于 中 学 几何 来 说 ,连续 公理 是 建立 线段 和 角 等 图 形 度量 的 基础 ,是 几何 作 
图 理论 的 基础 ,是 建立 坐标 系 的 理论 基础 

以 公理 工 一 K 为 基础 建立 起 来 的 几何 叫做 绝对 几何 ， 

第 五 组 ”平行 公理 V 

V( 欧 氏 平 行 公理 ) 对 于 任何 直线 a 和 不 在 其 上 的 任何 点 A, 至 多 有 一 直 
线 过 A 且 与 a 共 面 而 不 和 a 相交 . 

定义 8 共 面 而 不 相交 的 二 直线 a 和 4 称 为 平行 线 , 记 为 a/5, 若 两 线段 所 
在 的 直线 平行 , 则 称 两 线段 平行 . 

公理 V 并 不 保证 平行 线 存 在 ,平行 线 的 存在 性 是 在 公理 工 一 下 的 基础 七 ,由 
定理 14 的 推论 1 和 推论 2 保证 ， 

平行 线 的 性 质 , 则 必须 在 公理 工 一 V 的 基础 上 才能 推出 (定理 略 ). 

公理 V 有 很 多 等 价 命题 ,下 略 作 介绍 . 此 时 ,我 们 应 明确 ,在 等 价 概念 里 , 公 
理 基 础 三 很 重要 ,两 个 命题 4A. 卫 关于 王 等 价 , 却 可 以 关于 了 不 等 价 , 凡 要 证 明 
两 命题 4.B 在 三 基础 上 等 价 , 必 须 证 明 它 们 在 卫 的 基础 上 能 够 互 推 才 行 . 

可 以 证 明 ,公理 V 在 3=( 工 .型 } 上 与 下 列 诸 命题 均 是 等 价 的 人 

命题 P :“ 共 面 不 交 的 两 直线 被 第 三 直线 所 截 成 的 同位 角 相 等 ”. 

命题 P, ;“ 欧 氏 第 五 公设 ”. 

命题 P; :在 一 平面 上 ,一 直线 的 垂 线 和 和 斜 线 必 相 交 . 

命题 P, :过 不 共 线 的 三 点 恒 有 一 圆 . 

命题 P; ;三 角形 的 三 高 线 共 点 . 

命题 Ps :过 任何 角 内 一 点 , 必 可 引 直 线 与 此 角 的 两 边 都 相交 . 

在 Z={I、[H\ 娃 、NV} 上 下 列 命 题 均 与 V 等 价 . 

命题 P :任何 三 角形 的 角 和 等 于 x. 

命题 Ps :有 两 个 三 角形 其 三 对 对 应 角 合 同 而 本 身 不 合同 . 

命题 P, :在 一 平面 上 有 一 锐角 ,其 一 边 之 垂 线 必 与 另 一 边 相 交 . 

平行 公理 还 与 萨 氏 四 边 形 的 上 底 等 于 下 底 、 三 角形 的 中 位 线 定理 . 色 股 定理 
等 等 价 . 

至 此 ,我 们 将 4 几何 基础 》 中 的 几何 公理 系统 介绍 完了 ,值得 指出 的 是 ,我 们 
这 里 将 连续 公理 与 平行 公理 前 后 调换 了 一 下 顺序 ,目的 是 为 了 一 些 叙述 的 方便 . 


DD 胡 杞 , 周 香 荔 , 初等 几何 研究 基础 教程 . 北京 :北京 师范 大 学 出 版 社 ,1996 
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习 题 3.4 


1.《 几 何 基 础 ) 中 的 基本 关系 有 了 哪些? 
2. 《几何 基础 》 中 公理 有 哪 几 组 ? 
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随 着 人 们 对 公理 化 思想 方法 的 认识 更 加 深刻 ,运用 也 更 加 广泛 . 如 前 所 述 ， 
公理 化 方法 的 优越 性 之 一 是 “整理 数学 知识 ”. 正如 欧 几 里 得 整理 上 古 希 腊 的 几何 
知识 一 样 ,许多 数学 分 支 也 应 该 可 以 用 公理 化 方法 加 以 整理 . 于 是 ,在 19 世纪 与 
20 世纪 之 交 , 除 了 希 尔 伯 特 建 立 了 严密 的 几何 公理 之 外 ,“ 数 系 ” 也 进行 了 严密 
的 公理 化 . 皮 亚 诺 (Peano,1858 一 1932) 建 立 了 自然 数 公 理 , 戴 德 金 (Dedekind， 
1831 一 1916) 建 立 了 “实数 公理 ” 由 于 集合 论 的 诞生 , 策 梅 洛 (Zermelo,1871 一 
19537) 和 弗 伦 克 尔 (Fraenkel,1891 一 1965) 创 立 了 集合 公理 . 豪 斯 多 夫 (Hausdor- 
ff,1868 一 1942) 提 出 了 拓扑 空间 的 公理 化 定义 . 勒 贝 格 (Lebesgue,1875 一 1941) 
提出 了 可 列 可 加 的 测度 公理 , 1933 年 ,苏联 的 柯 尔 莫 可 洛 夫 (Kolmogoroff， 
1906 一 1885) 用 测度 理论 创建 了 概率 的 公理 化 定义 . 

公理 化 地 定义 一 个 对 象 , 然 后 加 以 展开 ,形成 一 个 数学 分 支 , 旋 是 一 种 常用 
的 数学 方法 . 例如 “ 群 论 ” 就 是 从 “ 群 ”" 的 公理 化 定义 展开 的 . 

定义 ( 群 ) 设 G 是 非 空 集合 ,其 上 定义 了 二 元 运算 “。”. 如 果 对 于 任意 的 
asb,cE {G,，。} ,满足 : 

(1) 结合 律 (a* 6)，c=a* (6b， 0); 

(2) 存在 单位 元 e, 使 得 a * e 二 e， a 二 a; 

(3) 对 G 中 每 个 元 素 a 都 存在 道 元 素 a :a*a "= 二 a “，a=e. 

则 称 G 是 群 . 

由 这 三 条 公理 出 发 ,加 上 其 他 进一步 的 要 求 ,进行 演绎 推理 ,就 形成 了 群 论 . 

实际 上 ,代数 中 的 群 、 环 . 域 、. 线 性 空间 ,拓扑 学 中 的 距离 空间 , 紧 空 间 ; 泛 图 
分 析 中 的 “ 赋 范 空间 ">“ 内 积 空间 ?>“ 巴 拿 赫 空间 ?“ 和 硕 尔 伯 特 空间 ”等 等 都 是 这 
样 展 开 的 . 这 样 的 数学 表述 方法 和 研究 方法 ,给 人 的 感觉 是 清晰 .严谨 .准确 , 因 
而 受到 数学 家 的 青睐 ,以 至 风行 一 时 . 

1930 年 代 , 法 国 的 一 批 年轻 的 数学 家 ,形成 了 法 国 的 布尔 巴 基 学 派 . 他 们 认 
为 只 有 用 公理 化 方法 建立 起 来 的 数学 才 是 严密 的 数学 ,而 当时 的 数学 都 不 够 严 
格 . 他 们 同时 注意 到 ,既然 一 个 个 的 数学 分 支 可 以 用 公理 化 方法 建立 起 来 ,那么 
整个 数学 是 否 能 够 全 盘 地 公理 化 昵 ? 他们 决定 做 一 次 尝试 . 
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首先 ,他 们 从 最 一 般 的 集合 论 公 理 开 始 ,然后 在 各 种 集合 上 增添 各 种 结构 ， 
主要 是 代数 结构 、 序 结构 和 拓扑 结构 . 通过 这 三 种 母 结 构 的 不 断 增 加 组合 和 变 
化 ,形成 一 个 个 的 有 机 关联 的 公理 系统 ,最 后 希望 把 全 部 数学 作为 一 个 公理 化 的 
统一 体 . 1939 年 出 版 了 第 一 卷 《 数 学 原本 》, 到 70 年 代 出 版 了 约 40 卷 . 布尔 巴 基 
学 派 提 倡 的 这 种 结构 主义 的 数学 思想 方法 ,是 公理 化 思想 方法 的 现代 发 展 . 

但 是 .用 公理 化 方法 整理 全 部 数学 的 愿望 ,布尔 巴 基 学 派 只 实现 了 一 半 .《 数 
学 原本 》 中 确实 涵盖 了 一 大 部 分 的 数学 . 但 是 ,许多 数学 却 不 能 用 结构 来 加 以 描 
述 . 例如 “数论 ”, 其 结构 很 简单 ,就 是 整数 系 . 所 以 (数学 原本 》 没 有 数论 的 位 置 . 但 
是 其 中 的 数学 内 涵 和 技巧 , 远 远 超出 了 “整数 系 ” 的 结构 . 此 外 ,有 些 数学 结果 成 立 
的 条 件 ,往往 是 充分 条 件 , 找 不 到 表示 某 种 结构 的 “ 充 要 条 件 ”. 例如 ,曲面 积分 中 的 
斯 托 克 斯 定理 ,就 很 难 给 出 它 成 立 的 充 要 条 件 , 谈 不 上 使 该 定理 成 立 的 结构 . 

1970 年 以 后 ,布尔 巴 基 学 派 停 止 了 《数学 原本 》 的 出 版 . 它 的 历史 功绩 也 就 
此 结束 了 . 

虽然 ,用 公理 化 方法 包办 一 切 的 做 法 , 遭 到 了 失败 .但 是 用 公理 法 展示 数学 
学 科 的 势头 并 未 削弱 . 相反 ,公理 化 方法 的 运用 正在 越 出 数学 学 科 的 范围 . 量子 
力学 公理 化 了 ;数理 经 济 学 公理 化 了 . 公理 化 思想 方法 ,还 向 许多 领域 渗透 . 例 
如 ,我国 的 宪法 ,相当 于 公理 . 其 他 的 法 律 都 是 由 宪法 衍生 出 来 的 . 

总 之 ,由 几何 学 研究 创立 的 公理 化 思想 方法 ,仍然 具有 强大 的 生命 力 . 
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张 景 中 提出 了 以 面积 度量 关系 为 核心 的 欧 氏 几何 公理 体系 ,目的 在 于 适应 
中 学 数学 教育 普及 的 需要 .在 这 个 系统 中 ,所 谓 平 面 , 是 由 一 些 名 叫 “ 点 ”的 元 素 
组 成 的 集合 . 这 些 点 之 间 的 关系 满足 下 面 的 诸 公 理 . 

以 下 ,我 们 用 大 写 拉 丁字 母 , 如 4,P,X 表示 点 . 

公理 工 (距离 公理 ) 两 点 A、B 决定 一 个 距离 14B|,|AB| 是 非 负 实 数 . 
ABI=1BA|, 且 1ABi==0 当 且 仅 当 A=B 时 成 立 . 

公理 下 (线段 连续 公理 ) ” 奎 A、B 是 不 同 的 两 点 , 则 对 任 给 的 非 负 实数 r, 有 了 唯 
一 的 一 个 点 了 ,使 得 下 列 两 条 件 同 时 成 立 , 如 图 3 - 3. 

QW |AP|=r; 

当 r 人 |AB| 时 有 |1API 十 |PB|==1|4AB|, 当 r|AB| 时 有 |AB| 十 |BP|= 
1AP|. 


中 这 一 节 相 搞 自 张 景 中 院士 著作 《教育 数学 探索 》. 成 都 ;四 川 教育 出 版 社 ,1994;95- 一 102 
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以 下 为 了 表达 起 来 方便 ,引信 线段 .延长 线 、. 射 线 .直线 等 概念 . 

定义 工 线段 的 定义 ) 设 A.B 是 任 两 个 点 .一 切 满足 条 件 |AP| 十 1PB|= 
1ABI| 的 点 组 成 的 集合 称 为 线段 AB( 注 意 , 线 段 AB 和 线段 的 长 度 |AB| 在 不 至 
于 混 消 时 ,都 可 以 记 作 AB. ). 点 A、B 分 别 都 叫做 AB 的 端点 . 当 A 一 B 时 ,说 线段 
AB 退化 为 一 点 ,如 图 3-3,r 所 |AB| 的 情形 . 

定义 2( 延 长 线 的 定义 ) 设 A.B 是 不 同 的 两 点 ,一 切 满足 条 件 1AB| 十 
[EBP 一 AP 的 点 已 组 成 的 集合 ,叫做 AB( 在 B 侧 ) 的 延长 线 .一切 满 足 条 件 
1BA| 十 |AP|=1BPI 的 点 ,叫做 BA( 在 A 侧 ) 的 延长 线 , 如 图 3 -4. 定义 中 写 在 
插 弧 内 的 词 可 省 略 . 


rg|4AB| 4 BB 
4 Pp 全 


>|48| P 4 B 
4 


图 3-3 图 3-4 


定义 3 设 A,B 是 不 同 的 两 点 .线段 AB 和 AB( 在 B 侧 ) 的 延长 线 的 并 集 ， 
叫做 以 A 为 端点 , 沿 AB 方向 的 射线 . 
定义 4 设 A.B 是 不 同 的 两 点 ,AB 的 延长 线 . BA 的 延长 线 和 AB 之 并 , 叫 
做 由 AB 确定 的 一 条 直线 . 也 称 为 直线 AB. 
换言之 ,点 了 在 直线 AB 上 的 充 要 条 件 是 下 列 三 式 之 一 成 立 
(1) AP+PB=AB, 
le AB+BP=AP, (3 -1) 
(3) BA+AP= BP, 
或 者 合 起 来 说 
(AB+AP—BP)(AB—AP+BP)(AB—AP— PB)=0. (3-2) 
下 面 继 续 氢 述 公理 ， 
公理 下 (面积 公理 ) ”三 点 A、B.C 决定 一 个 面积 | 八 ABC|,| 八 ABC| 是 一 
个 非 负 实数 . 且 |1 人 ABC| = 二 1 人 ACB|1==| 人 BAC|=| 人 入 BCA|=| 人 入 CAB|= 
| 人 CBA1. 当 A、B.C 不 在 同一 条 直线 上 时 ,| 八 ABC| 守 0. 
公理 及 ( 非 退 化 公理 ) 平面 上 至 少 有 三 个 点 A、B.C 使 | 八 ABC|>0. 
公理 V (线性 公理 ) 大 A、B.C 三 点 在 一 直线 上 ,AB=XAC,P 是 平面 上 任 
一 点 , 则 
| 人 PAB|==X| 人 和 八 PAC|, 如 图 3-5. (3 -3) 
公理 V 是 这 个 公理 系统 中 一 条 主要 公理 , 即 基本 命题 , 它 实际 上 是 说 ;*“ 同 高 
三 角形 面积 之 比 等 于 底 之 比 ”. 但 表面 上 , 既 没 有 提 到 高 ,也 没有 提 到 三 角形 . 事 
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A . B 4 = C 
图 3-5 
实 上 ,这 里 只 定义 了 |AABC| ,但 却 没有 定义 人 ABC 呢 ! 
公理 WY 平面 上 四 点 4、.B.C、 了 ,如 果 三 对 线段 4 有 8 与 CD 、A4AC 与 BD、AD 
与 BC 中 每 一 对 都 设 有 异 于 4.B.C.、D 的 公共 点 , 则 
四 个 面积 | 人 4BCl JJA4BD1I、JJAA4ACDI ABCD| 
中 必 有 一 个 等 于 另外 三 个 之 和 . 
例如 :如 图 3 - 6， 
AAA4ABCI=1|A4CDI+1IAA4ABDI+1ABCD| 4 p 
(3 — 4) 
公理 WY 刻 画 了 平面 的 一 个 重要 特征 . 有 了 公理 本 3 
YE, 则 可 以 定义 三 角形 、 凸 四 边 形 和 四 四 边 形 了 . 
定义 5 对 于 给 定 的 三 个 点 A、.B.C, 所 有 满足 条 件 
I 人 PABI+|IAPBCI+| 人 人 PCA|=| 人 ABC|>0 (3 -5) 
的 点 P 组 成 的 集合 ,叫做 三 角形 4BC, 记 作 A 人 ABC. 若 (3 -5) 的 左 端 每 项 都 不 是 
0, 则 称 已 是 A4ABC 的 内 点 . 否则 ,叫做 入 ABC 的 边界 点 .平面 上 其 他 点 叫做 
和 A 人 4BC 的 外 点 .点 A、B、C 叫做 入 ABC 的 顶点 .线段 AB、BC、CA 叫做 人 ABC 


C 


在 不 至 于 引起 混淆 时 ,这 里 也 用 记号 人 AABC 表示 | 人 A 人 ABC|. 

当 | 八 ABC|=0 时 ,线段 AB、BC、CA 之 并 , 称 为 退化 人 AABC. 一 般 所 说 的 
和 人 4BC. 均 指 非 退 化 的 三 角形 . 

定义 6 和 蔡 线 段 AC 和 BD 有 异 于 A、B、C.D 的 公共 点 己 , 则 称 人 AABC 和 
AAA4CD 之 并 为 凸 四 边 形 .ABCD( 或 BCDA,CDAB,DABC),AC、BD 叫做 西 四 
边 形 的 两 条 对 角 线 . AB、BC、CD、DA 叫做 西 四 边 形 的 四 条 边 . 

为 了 证 明定 义 6 的 合理 性 ,应 当 指 出 :人 ABC 与 AACD 之 并 和 人 ABDA 与 
ABDC 之 并 是 同一 个 集合 . 这 在 直观 上 是 显然 的 ,证 起 来 也 不 难 : 只 要 上 先 把 四 边 
形 分 成 人 PAB、 八 PBC、 作 PCD、 八 PDA 就 可 以 了 . 

定义 7 和 吉 DD 在 作 ABC 内 部 , 则 称 八 ABD 和 八 BDC 之 并 为 凹 四 边 形 
ABCD. 线段 AC、BD 叫做 辕 四 边 形 的 对 角 线 ,而 AB、.CB、CD、DA 叫做 凹 四 边 
形 的 四 条 边 . 
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公理 看 若是 八 ABC 的 内 点 而 Q 是 A4BC 的 外 点 , 则 线段 PQ 上 必 有 
和 AABC 的 边界 点 . 

下 面 , 进 一 步 引 入 角度 这 个 重要 度量 ， 

公理 妃 ( 和 角度 公理 ) ”以 任 一 点 A 为 公共 端点 的 两 条 射线 组 成 一 个 角 . 记 作 
了 A, 或 临时 指定 一 个 记号 如 人 1、 人 人 2、Aa 或 a、p. 也 可 以 分 别 在 两 射线 上 各 取 一 
尽 P.Q( 均 不 同 于 A), 记 此 角 为 人 PAQ 或 人 QAP. 每 个 角 对 应 一 个 非 负 实数 a， 
0 委 c 委 180 ,叫做 这 个 角 的 度数 .记号 人 PAQ( 或 人 A,AQAP, 人 人 1) 同时 用 以 表示 
它 的 度数 , 记 作 一 PAQ=a . 当 射 线 AQ 与 AP 是 同一 条 射线 时 , PAQ 二 0°". 当 
A 在 线段 PQ 上 时 ,一 P4Q==180 ,如 图 3 - 7. 

公理 及 者 一 PAQ=180 ,日 是 异 于 A 的 点 , 则 用 BAQ 十 BAP==180°， 
这 时 称 人 BAQ 和 人 人 BAP 互 为 邻 补 角 . 若 人 PAQ< 二 180° 而 且 B 在 线段 PQ 上 , 则 
有 人 BAQT+ 人 BAP= AQAP. 并 且 , 当 ~Q4P>0" 时 对 任意 实数 0 三 4 声 1, 在 
PQ 上 有 唯一 的 一 个 点 B, 使 BAP 一 * /QAP. 如 图 3-8. 


VY B 
A P P A 0 
P40=0° 
sal, P 
A Pp 0 下 
PAO0=180° 
4 0 
P A O 
图 3-7 图 3-~-8 
公理 XX 车 人 PAQ= 一 人 PA'Q', 有 PA=PA’,QA 一 QA', 则 八 PAQ= 


人 PAQ.. 

最 后 这 两 条 公理 ,把 角度 与 线段 .角度 与 面积 联系 起 来 . 

这 10 条 公理 ,是 讨论 的 出 发 点 .10 条 公理 中 的 多 数 , 如 IT 下. 风 、 克 、 几 、 区 都 
是 现行 教材 中 既 不 叙述 ,也 不 证 明 而 实际 上 默认 了 的 .V 虽 不 显然 ,但 却 是 学 过 小 
学 数学 的 孩子 易于 理解 的 . 事实 上 ,V 刻 画 了 欧 几 里 得 平面 的 特点 , 它 相 当 于 平行 
公理 . 如 果 没 有 V 而 且 不 用 适当 的 东西 代替 它 ,就 只 能 得 到 非 欧 几何 了 . 

有 些 众 所 周知 的 有 关 面 积 的 性 质 , 很 容易 从 这 些 公理 推 证 出 来 . 例如 ， 

命题 1 若 4.B.C 三 点 共 直 线 , 则 有 人 ABC=0. 

证 明 不 妨 设 ,AB=AAC, 则 由 公理 V 得 

人 ABC=A 人 ACC. (3 -6) 
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但 又 由 CC=2CC(=0) , 故 又 由 公理 V 得 
人 ACC=2 八 ACC. (3 -7) 
故人 AACC=0, 即 人 ABC=0. 
命题 2 若 忆 在 线段 4B 上 , 则 对 任 一 点 Q, 有 
人 QAB= 人 QAP++ 和信 QBP. (3 - 8) 
证 明 设 AP=XAB, 由 AP 十 PB 二 AB, 可 得 PB=(1 一 1)AB. 由 公理 V 得 
人 QAP=A 作 QAB, 
AQPB=(1—i)AQAB. 
两 式 相 加 , 即 得 所 求 之 等 式 . 
命题 3 和 后 C 在 直线 4B 上 ,C 蜡 于 A, 则 直线 AC 和 直线 AB 相同 . 
证 明 只 要 证 明 站 线 AC 上 任 一 点 P 也 在 直线 AB 上 ,同时 直线 AB 上 任 
一 点 Q 也 在 直线 AC 上 就 够 了 . 
设 PP 在 直线 AC 上 , 则 入 PAC=0. 设 
AB=4AC, 


(3 -9) 


八 PAB=A 人 PAC=0. 
髓 由 公理 用 ,可 知 P 在 AB 上 . 同 理 ,由 QQ 在 直线 AB 上 可 推 知 Q 在 直线 AC 上 . 
这 个 命题 的 含义 正 是 “两 点 决定 一 直线 . ”在 欧 几 里 得 的 公理 体系 中 是 一 条 公理 . 
有 一 些 看 来 很 显然 的 事实 ,在 目前 通用 的 教材 体系 中 ,是 不 好 证 明 的 . 常常 
用 默认 的 办 法 .下 面 是 一 个 例子 . 
命题 4 如 图 3-9, 设 己 是 A4BC 的 边 4B 
上 的 一 点 ,P 异 于 A、B. 又 Q 是 PC 线段 上 异 于 
PC 的 一 点 , 则 QQ 在 八 ABC 内 部 . 
证 明 由 命题 2 得 
AABC= 八 PAC+ 人 人 PBC 
二 人 QAC 十 人 QAP 十 人 QBC 十 八 QPB 
= 人 QAC 二 和 八 QBC 十 八 QAB. 
因为 PP 不同 于 AB, 故 八 PAC、 八 PBC 均 非 0. 又 因 Q 不同 于 P、.C, 故 
A 人 QAC、 人 QAP、 作 QBC、 信 QPB 均 非 0. 由 定义 5 可 知 Q 在 人 ABC 内 . 
张 景 中 欧 氏 几何 公理 系统 以 面积 为 中 心 , 不 但 逻辑 结构 简单 ,而 且 易 使 教材 


成 放射 性 ,从 而 使 推理 途径 简捷 . 三 角形 面积 公式 SA 一 六 bc ,sin A 沟通 了 不 变 


量 :长度 . 角 度 .面积 三 者 之 间 的 关系 .在 高 等 数学 中 ,面积 是 向 量 的 叉 积 ,是 行列 
式 ,是 积分 ,是 测度 ,是 外 微分 形式 . 抓 住 面积 ,从 小 学 .初中 到 高 中 .大 学 ,数学 的 
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内 容 可 以 一 线 相 串 ; 抓 住 面积 ,结合 代数 和 三 角 , 可 以 使 教材 精简 , 解 题 方法 巧 
妙 . 面积 方法 本 质 是 无 坐标 的 解析 法 , 它 起 点 低 而 观点 高 . 


习 题 3.6 


1. 张 景 中 欧 氏 几何 公理 系统 产生 的 背景 是 什么 ? 
2. 张 景 中 欧 氏 几何 公理 系统 的 特点 是 什么 ? 
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中 学 数学 知识 有 一 定 的 系统 ,原则 上 应 按 公理 化 思想 方法 展开 . 特别 是 平面 
几何 .立体 几何 内 容 , 应 明确 地 列 出 公理 组 . 在 一 般 的 中 学 数学 教材 中 ,大 体 上 是 
按照 下 面 的 逻辑 结构 ,采用 演绎 方法 展开 的 ， 


原始 概念 的 描述 
定义 的 叙述 ea 推 i 
公式 


公理 的 叙述 
各 章节 教材 在 具体 展开 时 ,为 便于 学 生 接 受 ,一 般 都 增添 了 便于 理解 教材 内 
容 的 实例 ,采用 如 下 的 块 状 结构 : 


ea 设置 公理 ,| “| 引进 并 证 明 一 
实例 .背景 | ”| 定义 .概念 | “| 定理 .公式 举例 
从 全 部 教材 的 逻辑 结构 和 具体 内 容 看 ,总 体 上 体现 了 公理 化 的 基本 思想 ,但 
就 其 公理 系统 而 论 ,由 于 考虑 到 中 学 生 接 受 能 力 和 教材 的 精简 ,因而 对 公理 独立 
性 的 要 求 不 是 那么 严格 ,而 且 公 理 系统 也 不 完备 ,有 时 还 要 借助 于 直观 . 例如 , 平 
面 几何 教材 ,从 它 的 逻辑 结构 和 具体 内 容 看 ,基本 上 沿用 了 欧 氏 的 不 完善 的 公理 
系统 . 首先 选 定 一 批 基本 元 素 和 一 批 关系 (包括 基本 关系 ) 作 为 基本 概念 ,采用 扩 
大 公理 体系 ,然后 以 此 为 出 发 点 ,用 形式 逻辑 方法 定义 有 关 概 念 ,推导 一 系列 定 
理 ,把 有 关 的 几何 知识 贯穿 起 来 . 其 中 公理 之 间 是 相 容 (不 了 矛盾) 的 ,但 所 选取 的 
公理 既 过 剩 又 不 足 , 是 不 独立 和 不 完备 的 . 20 世纪 末 我 国 的 平面 几何 教材 中 共 
引进 几何 公理 16 条 ,等 量 公 理 5 条 ,不 等 量 公理 6 条 .在 16 条 几何 公理 中 ,有 11 
条 新 增 公理 ,5 条 强化 了 的 公理 “两 点 之 间 ,线段 最 短 ”,* 同 位 角 相 等 , 则 两 直线 
平行 “等 都 是 新 增 的 公理 ;而 “经 过 直线 外 一 点 ,有 且 只 有 一 条 直线 和 这 条 直线 平 
行 “ 是 强化 了 的 平行 公理 . 教材 的 这 种 处 理 方 案 , 虽 然 从 公理 系统 来 说 是 不 够 严 
格 的 ,有 悖 于 公理 体系 的 完备 性 和 独立 性 .但 是 ,这 样 做 能 减少 初学 者 的 困难 , 便 
于 学 生 接受 ,从 教学 论 的 角度 来 看 是 有 积极 作用 的 . 
张 景 中 在 介绍 了 他 的 欧 氏 几何 公理 体系 后 , 曾 指出 :引进 了 公理 系统 ,是 不 
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是 在 课 闪 上 就 要 把 这 个 公理 系统 作为 平面 几何 学 习 的 开端 呢 ? 大 可 不 必 , 从 公 
理 系统 人 手 讲 几 何 , 就 像 学 骑 自 行车 先 学 上 车 一 样 . 骑 月 行车 本 来 先 要 上 和 盏 ,但 
学 骑 时 可 以 先 请 别人 扶 着 .有 私 上 车 学 前 进 . 学 会 了 路 车 前 进 , 回 过 头 来 学 上 车 是 
容易 的 . 

从 历史 上 看 ,几何 公理 体系 的 诞生 ,是 在 积累 了 大 量 几 何 知 识 之 后 的 事 . 逻辑 
上 ,是 先 有 公理 ,后 有 丰富 多 彩 的 定理 和 公式 .人 的 认识 过 程 恰恰 相反 ,恰恰 是 先 掌 
担 了 大 量 的 定理 ,而 后 ,为 了 彻底 弄 清 这 些 定 理 的 依据 , 才 想到 了 建立 公理 体系 . 

对 中 学 生 教 几何 ,似乎 应 当 遵 循 认识 的 顺序 ,而 不 完全 依照 逻辑 的 顺序 . 先 
市 引 他 们 欣 贫 五 光 十 色 的 几何 园地 的 美景 ,最 后 向 他 们 说 明 , 这 个 园地 的 基石 在 
何 处 . 这样, 既 符 合 认识 规律 .也 适应 年 龄 特征 . 

中 学 数学 教材 中 的 公理 体系 .也 是 每 次 教学 改革 的 焦点 ,特别 是 在 这 次 基础 
教育 课程 改革 中 ,更 是 焦点 中 的 热点 . 如 何 处理 好 这 个 问题 ,只 有 大 家 群策群力 ， 
献计 献策 . 才 有 可 能 取得 较 佳 的 效果 . 


可 题 3.7 


1， 中 和 浣 数 学 教材 中 的 公理 系统 应 怎样 处 理 ”? 
2. 平面 几何 中 的 公理 组 应 如 何 安排 ? 
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在 几何 学 发 展 的 历史 长 河中 ,许多 经 人 不 襄 的 平面 几何 名 题 ,犹如 一 颗 颗 内 
烁 的 明珠 ,璀璨 夺目 ,光彩 次 人 ,推动 着 几何 学 万 至 整个 数学 的 发 展 , 它 们 中 有 的 
从 一 发 现 就 吸引 着 人 们 的 关注 ,有 的 经 过 几 代 甚至 几 十 代数 学 家 的 努力 ,得 出 许 
多 耐人寻味 、 发 人 次 省 的 结论 . 
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1， 梅 涅 劳 斯 定理 
定理 1 设 4、B 、C 分 别 是 A4BC 的 边 BC、CA、AB 所 在 直线 上 的 点 ( 即 
三 点 中 或 一 点 或 三 点 在 边 的 延长 线 上 ), 则 A'、B' .C' 共 线 的 充 要 条 件 是 
24. CB .AC 1 
AC BA CB 
证 明 ”必要 性 ;如 图 4-1, 过 A 作 直 线 AD/CA’ 
CA’ AC’ DA’ 


区 BC 的 延长 线 于 中 , 则 A 一 A 而 "CA 全 


BA _CB AC _BA' CA _DA 
AC BA CB AC AD'AB 


充分 性 : 设 直 线 A'B 交 AB 于 , 则 自 必 要 性 ,得 


(4—1) 


bb C A!' D 
BA’ CB AL CB 
-一 和 4 一 1 
到 B’A -CB 一 上 没有 A B’A’ 
AC AC 
C 一 得 4C: -4C , 即 AC =AC ,从 而 C 与 C 


CB CB Sh AB -全 
重合 . 故 A ,B,C 三 点 共 线 . 

注 由 上 述 定理 中 , 硅 采 用 有 问 线 段 , 则 (4 -1) 式 右边 为 一 1; 

四 定理 中 的 必要 性 即 为 梅 涅 劳 斯 定理 ,充分 性 即 为 梅 涅 劳 斯 定理 的 道 
定理 ; 

QO 梅 涅 劳 斯 定理 可 以 推广 到 平面 上 屿 四 边 形 、 四 面体 旋 至 nn 维 欧 氏 空间 
中 去 . 

定理 工 的 角 元 形式 设 A.、B C 分别 是 八 ABC 的 边 BC .CA、AB 所 在 让 
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线 上 的 点 (同上 ), 则 4 、B .C 共 线 的 充 要 条 件 是 


sin BAA- ， sin “ACC- ， sinCBB _ 
sin AAC SmnCCB sn 了 BA 


, i S ， . + 站 
证 明 由 元 公 一 AABA’ APB。sin BAA 


1 . (4 一 1 ) 


SO AAATC AC Md sin A AC: 

司 理 CB_- BC。sin CBEB- 4C _AC sin ACC 

以 上 三 式 相 乘 ,应 用 (4 - 1) 式 即 得 (4 -1') 式 . 

例 1 如 图 4-2,@OoO 与 @O, 和 人 AABC 的 三 边 所 在 的 3 条 直线 都 相 切 ,已 ， 
F ,CC, 万 为 切 点 ,直线 EG 与 FH 交 于 点 P. 求 
证 :PA | BC. 

证 阴 过 A 作 AD]| BC 于 D, 延 长 DA 
交 直 线 HF 于 点 PP. 

对 人 4BD 及 截 线 FHP 应 用 梅 涅 劳 斯 定 


理 , 有 


HB FD PA 

AH .DP’_ 
FD P’A 
区 (CO \ 4、O: 三 点 共 线 , 连 OE OG.O,F.O,HH, 则 由 OE/ AD/ OF 有 


DE_AO!_AG i,AH_AG 
AAGO, HANAHO, 时 EE AO, AH: FD ED: 


AH DP’' DP’ AG DP 

又 CE=CG, 则 l=-FD ' PA™ BA 迎 =x :5 

对 八 ABC, 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 的 逆 定 理 , 知 P' .GE 三 点 共 线 , 即 已 为 直线 
EG 与 FH 的 交点 .此 说 明 已 点 与 己 点 重合 . 从 而 PA | BC 

2， 塞 瓦 定 理 

定理 2 设 A .BC 分 别 是 AABC 的 边 BC、CA、AB 所 在 直线 上 的 点 ( 即 
三 点 中 或 三 点 或 一 点 在 边 上 ), 则 三 直线 44 、BB .CC 共 点 或 平行 的 充 要 条 
件 是 


由 BF 二 BH, 有 1 


BA’” CB’ AC _ 
A'C BA CB 
证 明 ”必要 性 : 阁 AA 、BB .CC 交 于 一 点 PP, 则 过 A 作 BC 的 平行 线 , 分 别 
交 BB ,CC 的 延长 线 于 DD,E( 如 图 4 -3(a)), 得 一 一 二 一 ,一 一 二 二 全 


1. (4—2) 


60 


图 4-3 


又 由 3 AP_AC ,有 BA -4D 
AD PA EA A'C EA 
从 而 BA .CB AC _AD BC .EA 
AC BA CB EA AD BC 
若 AA 、BB .CC 三 线 平行 (如 图 4- 3(b)), 可 类 似 证 明 ( 略 ). 
充分 性 : 若 AA 与 BB 交 于 点 PP, 设 CP 与 AB 的 交点 为 C,, 则 由 必要 性 知 
A 万 4 “入 1 而 题 设 有 和 人， 所 4 “A 一 由 此 有 全 各 一 ,部 


AC ™ ， a / 1/ rr 
2 一 全 ,由 此 知 Ci 与 C" 重 合 . 从 而 4A'.BB' .CC' 三 线 共 点 


若 AA'/BB', 则 记 克 一 却 了 > 代入 已 知 条 件 有 全 = 会 ,由 此 知 CC 


AA. 故 AA’/BB' /CC.. 
注 人 bO 定理 的 必要 性 即 为 塞 瓦 定理 ,充分 性 即 为 塞 瓦 定理 的 六 定理 ; 
G 贤 甩 定理 中 的 三 线 共 点 可 以 推广 为 两 两 相交 
(3 塞 瓦 定理 可 以 推广 到 四 面体 中 去 . 
定理 2 的 角 元 形式 设 A、B C 分 别 是 和信 ABC 中 的 边 BC .CA、A4AB 所 在 
百 线 上 的 点 ( 同 前 ), 则 三 直线 4AA ,BB ,CC 共 点 或 平行 的 充 要 条 件 是 
sin BAA sin/ ACC sin CBB’ 
sin AAC sinLCCB sinZBBA 
其 证 明 与 式 (4 -1 完全 相同 (上 略 ). 


1, (4 一 2 ) 


推论 ” 设 4, .B, .Ci 分 别 是 AABC 的 外 接 圆 三 段 弧 BC .CA .4B 上 的 点 , 则 


44 .BB; .CC 共 点 的 充 要 条 件 是 


BA CB AC! _ i 
AC'BA'CB 1 (4 -2) 


证 表 设 八 ABC 的 外 接 贺 半径 为 R,AA, 交 BC 于 A’,BB, 交 CA 于 B”， 
CO 交 AB 于 CC .由 A.G .BAC.B, 六 点 共 圆 及 正弦 定理 有 


ri 
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BA, 2R'* sinLBAA, sin BAA' 
AC 2R* sin AAC sinA'AC 
上 CB sin/ CBB AC., sinAACC 
理 了 BBA'CB sncB 
以 上 十 二 式 相 敢 , 应 用 式 (4 -2 ) 即 得 式 (4 -2 )， 
例 2 如 图 4-4, 设 已 为 AABC 内 任 一 点 ,在 
形 内 作 射 线 AL、BM.CN. 使 得 CAL== 人 PAB， 
MBC= /APBA, NCA = BCP. 求证 :; AL、 
BAM CN 一 线 共 点 . 
证 法 1 设 AL 交 BC 于 L,BM 交 CA 于 M， 
CN 交 AB 于 N. 直 线 AP 交 BC 于 DD, 直 线 BP 交 
A(' 于 万 .直线 CP 交 AB 于 下 .对 AABC 及 点 忆 ， 
应 用 塞 瓦 定理 ,有 FS * PE “EX 一 1 四 
在 A4BL 和 和 AACL 中 应 用 正 纺 定理 ,有 
BL _ BL AL _sin BAL ,_sinC _ sin PAC , Sin (人 ( 


ae 站 i 


LC AL LC sin/B sin “LAC sin/ PAB sin 一 了 
_SimnPAC sin-B snC_ DC AD sn 一 C 


sln (人 sin A PAB sin2 “了 B AD BD sin AB 
_DC ,sin ZC 
BD sin AB 
同 理 CM_ 4E sin /A 4N_BF sin< /AB 
NA FC sin/AC'NB FA sin/ A 
J BL .CM ,AN_DC ,4AE .BF_ 
以 上 一 起 相 乘 有 FE * MA ' NBBD EC “FA 
由 塞 瓦 评 理 的 逆 定 理 , 知 AL 、BM CN 共 线 . 
证 法 2 得 交点 上 上、M、N、.D.E.F 同 证 法 1. 
对 人 4BPBC 及 点 PP 应 用 式 (4 -2 ), 有 
sin PAB sin 一 PPBC sin FCA_] 
sin/ PAC sin PBA sin PCB 
由 题 设 人 PAB= ACAL,APBA=/ACBM, 了 /PCB 一 AACN, 则 有 
”BAL=/APAC, ABM= /PBC,/ BCN== /PCA. 于 是 
sin/ BAL , Sn CBM ， sin ACN 
sin CAL sin ABM sn BCN 


_ ] 
sn 一 了 4AB sin 一 PBC ,sin 人 PCA 
sn PAC sn PBA sin PCB 


一 工 一 
一 了 l. 
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对 人 4BC 又 应 用 式 (4 -2'), 知 AL、BM.CN 三线 共 点 . 

3. 托 勒 密 定理 

定理 3 上册 四 边 形 ABCD 内 接 圆 的 充 要 条 件 是 

4B. CD+BC， AD=AC. BD. (4 — 3) 

证 阴 必要 性 :如 图 4- 5, 四 边 形 ABCD 内 接 于 
LO, 在 BD 上 取 点 P, 使 PAB= CAD, 则 人 入 ABPw 
八 ACD, 于 是 AB，CD=AC… BP. 

又 人 ABCwA 人 APD, 有 BC， AD=AC. PD. 

故 AB。，CD 二 BC。，AD=AC(BP 十 PD)=AC. BD. 

充分 性 :在 凸 四 边 形 ABCD 内 取 点 ,使 人 BAE= 


/CAD, LABE= /ACD, 则 人 ABEwA 人 ACD, 即 人 


_AC_CD 
AB BE 
又 注意 人 DAE 一 ACAB 及 上 述 比 例 式 ,有 人 和 八 ADEwAACB, 从 而 AD ， 
BC 二 AC，。ED. 于 是 
AB. CD+BC. AD=AC(BE+ED)AC.。 BD, 


其 中 等 号 当 目 仅 当 EE 在 BD 上 , 即 了 ABD= ACD 时 成 立 ,; 即 A,B,C,D 四 点 
共 圆 时 成 立 . 证 毕 . 

注 Q) 定理 的 必要 性 为 托 勒 密 定理 ,充分 性 为 托 勒 密 定理 的 逆 定 理 ，; 

G 从 充分 性 证 明 可 知 ,对 于 任意 是 四 边 形 ABCD, 均 成 立 托 勒 密 不 等 式 、 
AB. CD+BC. AD>AC . BD, 

@ 由 托 勒 密 定理 ,应 用 正 怠 定理 将 BD, DC, BC 换 掉 即 得 如 下 三 弦 定 理 : 
AB,AC,AD 是 一 圆 上 凰 次 的 三 条 弦 , 则 AB。， sinCABTAD. sin 了 CAB= 
AC* sin BAD:; 

4) 由 托 勒 密 定理 可 导出 三 角 中 的 加 法 定理 sin(a 十 8) = sin a。 cos B 十 
cosa* sinp. 

o@) 托 勒 密 定 理 可 以 推 到 直线 上 去 ,也 可 以 推 到 
空间 四 边 形 中 去 . 

例 3 如 图 4-6, 在 A4ABC 中 ,4B>A4AC, 点 O 
是 外 心 ,两 条 高 BE,CF 交 于 是 点 ,点 M,N 分 别 在 
线段 BH,，HF 上 , 且 满 足 BM = CN. 求证 : > 


一 V3 的 充 要 条 件 是 人 A 一 60” 


, 即 AB. CD=AC. BE. 
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证 明 连 OB.OC, 则 一 BOC=24, 一 BHC=180" 一 一 感 BC 一 FTCB= 
人 BB 十 人 C 王 180 一 人 4. 设 人 ABC 的 外 接 圆 半径 为 R, 则 0B==OC=R. 

又 MH+NH=(BH—BM)+(CN—CH)=BH—CH. 

A=60 局 B.O、H、C 四 点 共 圆 及 托 勒 密 定理 售 BO， CH 二 OH .BC= 
BH. OCSOR., CH+OH .V3R=BH. ROBH—CH=V3OHEOMH+NH= 


V30H. 


4， 斯 特 瓦 尔 特 定理 
定理 4 设 B,P,C 依次 分 别 为 从 A 点 引出 的 三 条 射线 4B ,AP,AC 上 的 


上 扩 ,B,P,C 共 线 的 充 要 条 件 是 


:一 AB: LC A . BE_pp, _ 
AP:=AB Bc +AC BC BP.» PC (4—4) 
证 明 如 图 4-7, 设 APB=0, 了 人 APC==0,. 不 失 A 


一 般 性 , 设 0, < 90., 
对 于 和信 ABP 和 AAAPC 分 别 应 用 余弦 定理 有 


AB’*=AP’+BP—2AP. BP. cos0, 


AC’=AP’:+CP:—2AP . CP . cos b,. 人 
B Pp C 
将 上 述 两 式 分 别 乘 以 PC,PB 后 相 加 ,得 是 


AB’ . CP+AC’ . BP 
一 AP (BP+CP)+BP. CP(BP+CP)— 


2AP，. BP.» CP(lcosdt tceos 6,), (x ) 
于 是 B.P\C 共 线 仿 (# ) 式 右边 =AP:，BCT+TBP.CP .BC 
?AB . Lt+ac BP_ pp， 
SAP’=AB’ . FE+AC’ BF —BP. PC. 


注 JU 定理 的 必要 性 即 为 斯 特 瓦 尔 特 定理 ,充分 性 即 为 斯 特 瓦尔 特定 理 的 
逆 定 理 . 斯 特 瓦 尔 特定 理 还 有 如 下 一 系列 有 趣 推论 ; 
a. 车 AB=AC, 则 AP:=AB’-BP. PC， 
b. 知 P 为 BC 中 点 , 则 
AP’= 5AB’ 十 三 AC: 一 于 BC: 
c. 者 AP 平分 “BAC, 则 
AP’=AB. AC—BP. PC, 


d. 大 AP 平 分 BAC 的 外 角 , 则 
AP:=BP. PC—AB. AC.; 
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G@) 斯 特 瓦 尔 特 定理 可 以 推广 到 四 面体 中 去 . 
例 3 另 证 如 图 4-8. 设 QO 的 半径 为 R,OH=4d,CH= 二 x,BH=y, 作 正 
和信 HCL. 若 人 BAC 一 60 , 则 知 B, 昌 ,LL 共 线 , 且 L 在 


4 
WO 上 上. 
延长 OR 两 端 交 @O 于 工 ,S, 则 由 相交 弦 定 理 , 有 7 
TH. HS=BH.， HL,RA T ZE S 
(R 二 qd)(R 一 dd) 二 xy, 评 即 R* 二 qd’: 十 ry. EO Cc 


对 人 BCL 及 边 BL 上 的 点 互 ,应 用 斯 特 尔 瓦特 定理 ,并 


注意 BC 一 V3R, 则 图 4-8 
BC .LH+LC »* BH=LH.*，. BH.， BL+CH’: .BL 
| (V3R)’: rriy=r* y(rity)+ ri (rty), 
亦 即 tt 
于 是 ， 3 十 ry 十 y ) 二 qd 十 ry， 即 二 一 了 | y| 3. 


而 当 AB>>AC ME NAHE BH CH |x—y|. 
让 = Vd. 

由 上 知 ,充分 性 获 证 . 必要 性 道 推销 加 整理 即 证 . 

5、 张 和 角 定 理 

定理 5 设 B,PC 依 次 分 别 为 从 A 点 引出 的 三 条 射线 AB、AP、AC 上 的 
上 ,线段 BP ,PC 对 点 A 的 张 角 分 别 为 a,B8, 且 a 十 8 二 180°, 则 B.P.C 共 线 的 充 
要 条 件 是 


sin(at 8) 加 sina sin 有 


_ (4 -5) 
AP AC 4B 
证 明 如 图 4-9,B、P.C 三 点 共 线 
NDNAage = SAAapp tT Sape 
FAB. AC. sin(atP) -AB. AP: sinat FAP. AC. sinp 
Ss = sin Sina | i 
AC 


注 中 忆 理 的 必要 性 如 为 张 角 定 理 , 充 分 术 即 为 张 角 证 理 的 渤 定 理 

@) 张 角 和 定理 可 以 推广 到 四 面体 中 去 : 

3) 由 张 角 定 理 可 以 导出 斯 特 瓦 尔 特定 理 , 反 之 亦 可 . 

例 4 如 图 4-10, 在 四 边 形 ABCD 中 ,对 角 线 AC 平分 “BAD, 在 CD 上 取 


一 上 aa ar 一 一 一 - 一 一 情 -一 -一 一 ，-a- -一 一 -- 一 --- - 
TT rT ere 
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一 右 ,BE 与 AC 相交 于 FF, 延 长 DF 交 BC 于 G. 求 证 :GAC== EAC. 


C 
E GG 
4 
个 
AN 
B P C 4 
图 4-9 图 4 一 10 


证 明 作 CAG = 人 CAE 交 BC 于 G“. 只 须 证 G ,FF,D 共 线 即 可 . 
设 人 BAC== 人 CAD=60,CAG = /ACAE=a. 以 A 为 视点 ,分 别 对 B,F,E，; 


Ys “SICOTa) sina , sing 
B.(s 5;C .上 .D 应 用 张 角 定理 得 一 一 一 二 TT AF 4 (1) 
sin0_ sina , sin(0—~—a) 
AG’ ™ ABT AGC™ (2) 
SInNO_ sma , sin(0— 0a) , 
AE ™ ADT AC (3) 


Sin(G ta) sina , sinO 
由 (1 ) (2 二 (3) 式 得 一 全 天 A va 


又 以 A 为 视点 ,对 G ,F,D 应 用 张 角 定 理 的 道 定理 , 知 G ,FF,D 共 线 , 亦 知 
G 与 G 重合 .故人 GAC= EAC. 

6. 西 姆 松 定理 

定理 6 三 角形 外 一 点 在 三 角形 外 接 圆 上 的 充 要 条 件 是 该 点 在 三 角形 三 边 
所 在 直线 上 的 射影 共 线 ， 

证 明 设 人 ABC 外 一 点 PP 在 其 三 边 BC,CA,AB 上 , 
的 射影 分 别 为 L ,M,N( 如 图 4 -11). : 

分 别 由 P,B,L,N;P,N,A,M 四 点 共 加 用 BNL = 
ABPL, ANM= /APM. 

P,B,C,A 共 癌 包 PBL= /PAM /BPL = 
APMSABNL= AANMGOL,N,M 共 线 . 

注 WW 定理 的 必要 性 即 为 西 姆 松 定理 ,充分 性 即 为 
两 姆 松 定 理 的 逆 定理 , 西 姆 松 定理 将 三 点 共 线 与 四 点 共同 
紧密 联系 起 来 . 

Q) 西 姆 松 定 理 中 的 垂 线 可 改 为 等 角 斜 线 ， 


me me ee rm i 


VY Em rr rT rh 
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3) 对 点 PP 也 可 以 推广 ,对 圆 内 接 多 边 形 也 可 以 推广 . 

例 5 如 图 4-12, 延 长 凸 四 边 形 ABCD 的 对 4 
边 AB 与 DC, AD 与 BC 分别 相 交 于 FF. 求证 : 
人 和 俯 BCE、 八 CDF、 八 ADE、 八 ABF 的 四 个 外 接 圆 共 点 . 

证 明 设 人 ABCE 与 人 CDF 的 两 个 外 接 圆 除 
区 于 C 点 外 , 另 一 交点 为 M. 

设 点 M 在 直线 BE 、EC、BC 上 的 射影 分 别 为 
PQ、R, 则 由 西 姆 松 定 理 , 知 P.Q、R 三 点 共 线 . 

同 理 ,M 点 在 直线 DC .CF .DF 的 射影 Q,R 
S$S 三 点 也 共 线 , 故 P.Q、R、S 四 点 共 线 . 

在 人 ADE 中 ,P 在 直线 AE 上 ,Q 在 直线 DE 上 ,S 在 直线 AD 上 , 自 PQ、 
S 共 线 , 则 由 西 姆 松 定理 的 道 定理 , 知 点 M 在 八 ADE 的 外 接 圆 . 

同 理 , 点 M 在 八 ABF 的 外 接 圆 上 .证 毕 . 

7. 蝴蝶 定理 

定理 7 设 4B.CD.EF 是 交 于 @O 内 一 点 M 的 三 条 不 同 的 弦 ,CE、DE 交 
AB 于 PQ 两 点 , 则 M 平 分 AB 的 充 要 条 件 是 M 平分 PQ. 

证 明 如 图 4-13, 连 AC、4F、BD、BE, 由 人 AACMopA 人 ADBM, 人 AFMcn 
八 EBM, 八 CFMu> 八 EDM ,有 

BD MD BE MB ED ME 


i re Pd 


AC MA APF MFICF MC:' 


由 MP BQ __ OAMCF , SABDE 
AP MQ Sr SAMpE 


一 DAMCE ， \ABDE ， SABEA ， DABCA 


S MDE S 作 BEA S 心 天 各 A 上 
MF».MC BD. ED BE.AE AB.BC 
NE AD AB.:AFE BC，AC AF .CF 


_MF .MC . BD .BE.ED_MF , MC .MD . MB 
ME MD AC，AFCF ME MD MA 
二 让 ,从 而 


MP_MQ MP_MQ 
MA= MPG BO AM 万 全 人 人 一 MQ. 


注 ” Q 定理 的 必要 人 性 即 为 蝴蝶 定理 ,充分 性 为 蝴蝶 
定理 的 道 定理 .上述 证 法 是 张 景 中 院士 给 出 的 . 

G 蝴蝶 定理 的 证 法 很 多 ,1985 年 单 培 教 授 给 出 了 极 
为 简练 .漂亮 且 易 于 推广 的 如 下 证 法 : 图 4-13 
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以 M 为 原点 ,AB 为 二 轴 建 立 直 角 坐 标 系 . 设 圆 的 方程 为 :x 十 (y 十 m)? = 
R’ ,直线 CD,EF 的 方程 分 别 为 y 二 有 x,y 一 kz, 于 是 加 和 两 相交 直线 组 成 的 二 
次 曲线 系 为 

AiLx (ym — RA (yO— kr)(y— ks x)=0. 
令 y 二 0, 则 点 PP 和 Q 的 横 坐 标 满足 方程 
(A 十 Akiks) x +A Cm’ CO—R’)=0. 

由 于 一 次 项 系数 为 零 , 则 两 根 zi 十 z; 一 0, 即 zi 一 一 zi ， 故 PM 一 QM. 

在 上 述 证 明 中 ,大 直线 FD、EC 交 直 线 AB 分 别 于 工 .S, 则 由 zi 十 xz==0, 表 
明 TM== MS. 

在 上 述 证 明 中 , 圆 的 方程 也 可 换 成 椭圆 、 双 曲线 .抛物 线 等 -- 般 二 次 曲线 方 
程 , 从 而 可 将 圆 中 的 蝴蝶 定理 推 到 了 二 次 曲线 中 去 . 

8. 九 点 圆 定理 

定理 8 任意 三 角形 三 条 高 的 垂 足 、 三 边 的 中 点 以 及 垂 心 与 顶点 的 三 条 连 
线 的 中 点 ,这 九 点 共 圆 . 

证 明 如 图 4- 14, 设 AD、 BE、CF 为 
和 人 ABC 的 商 , 焉 心 为 瓦 ,LAM、N 分 别 是 BC、 
CA.4B 的 中 点 ,P、.Q.R 分 别 为 AH .BH.CH 
的 中 点 . 


由 NM LQR L 5BC,NA YMR 45AH, 


而 AH | BC, 从 而 NQRM 为 矩形 . 同 理 ,QLMP 
为 矩形 . | 
于 是 QM,LP,NR 是 同一 个 贺 的 三 条 直径 , 故 有 六 点 共 圆 . 

又 一 PDL=90 , 故 点 DD 在 此 加 上 . 同 理 E,F 在 此 同上 . 

故 九 点 共 圆 ， 

注 九 点 圆 还 有 其 他 许多 有 趣 的 性 质 ,如 三 角形 的 九 点 圆 圆心 为 垂 心 互 与 
外 心 O 连 线 的 中 点 ,其 半径 为 AABC 外 接 圆 半径 的 2 倍 ;三 角形 的 九 点 圆 与 内 
切 圆 内 切 且 与 三 个 旁 切 圆 外 切 等 等 . 当 人 们 第 一 次 看 到 九 点 圆 时 ,一 定 会 为 它 的 
优雅 所 征服 ,会 认为 这 是 一 个 神奇 的 巧合 ! 后 来 ,关于 九 点 圆 , 人 们 还 有 更 多 的 
发 现 . 某 位 权威 的 几何 学 家 指出 :“ 在 九 点 赔 上 ,至 少 还 有 43 个 奇特 点 1” 研 究 九 
点 圆 所 发 现 的 新 的 成 果 , 足 以 编 一 本 厚 书 ,制作 出 一 个 小 小 的 数学 工业 ， 

由 九 点 圆 定理 ,我 们 得 到 三 角形 外 心 . 垂 心 .重心 及 九 点 圆 圆心 共 线 的 重要 
结论 : 

四 心 共 线 定理 三 角形 的 外 心 . 垂 心 . 重心. 九 点 圆 圆 心 共 线 ; 且 九 点 圆 圆 心 
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在 外 心 与 重心 连 线 的 中 点 ,重心 在 外 心 与 垂 心 的 三 分 
点 处 . 


证 明 如 图 4-15. 分 别 过 边 BC 之 中 点 M 和 We 
SS、 


AC 之 中 点 N , 作 垂 线 交 于 OO. 则 〇 为 外 心 , 设 妃 为 重 


心 . 作 AH_LBC 于 D., 作 DM 的 中 垂 线 PF 交 OF 于 jA 册 和 


P. 由 于 MO/NFP/NHDH, 所 以 P 是 OH 的 中 点 . Bp yy ~ 

同 理 AC 边 上 的 中 点 六 与 开 在 4AC 上 的 射影 
之 加 的 中 五 线 也 交 OH 于 中 点 P, 故 PP 为 九 点 圆 
圆心 . 

设 G 是 八 ABC 的 重心 , 则 G 在 AM 和 BN 的 三 点 处 . 连 0G 并 延长 交 AD 
于 Q. 取 AG 的 中 点 工 ,AH 的 中 点 上 , 则 入 ALL 纪 人 MGO,; 故 LL’ = 0(= 
1 
了 CQ 

辣 理 OU 的 延长 线 与 BE 的 交点 开 也 具有 此 性 质 :LL 一 GK, 故 K 与 Q 
重合 .这 重合 点 (Q 和 从) 自然 是 AD 与 BE 的 交点 玉 , 故 0,G,P, 昌 四 心 共 线 ， 


由 于 PH 二-FOF .06 一直 GH. 于 是 结论 获 证 


习 题 4. 1 


1. 在 A4BC 中 ,一 C=2 一 B.P 为 A4ABC 内 满足 条 件 PA=AC 及 PB=PC 
的 … 个 点 .求证 :4P 是 一 4 的 一 等 分 线 . 

2， 站 四边形 ABCD 中 ,ABC=60 ,BAD= /BCD=90°,AB=?,CD= 
] ,对 角 线 AC,BD 交 于 点 O, 求 sin AOB,， 

3, 设 忆 为 人 A4BC 的 外 接 圆 上 一 点 ,分 别 作 P4A 上 BC 交 圆 于 A’, 作 PB | 
4C 交 圆 于 B , 作 PC | AB 交 圆 于 C'. 求 证 :AA’/BB’/ CC. 
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1. 波 利 亚 一 蒙 臣 不 等 式 
波 利 亚 一 靶 戈 (Polya-Szeg0) 不 等 式 设 人 ABC 的 三 边 边 长 及 面积 分 别 为 
al 和 59. 则 有 Sapo (4—6) 


这 个 不 等 式 是 波 利 亚 和 棕 臣 在 《数学 分 析 中 的 问题 和 定理 》 一 书 中 给 出 的 . 


mm kr er 
pn 
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由 式 (4 - 6) ,运用 三 个 正 数 的 算术 ”几何 平均 值 不 等 式 , 则 可 推出 三 角形 的 
等 周 不 等 式 : 
SSW (atbte)’, (4—7) 


式 (4 一 6) 也 可 以 推广 到 四 边 形 中 去 . 大 设 awbesd 和 DY ABCD 分 别 表 示 四 边 形 
ABCD 的 各 边 长 及 面积 , 则 
Sns(apcd)z. (4 一 8) 
Sp SECabtactadtbctbdted). (4 一 9) 


注 式 (4-8) 证 明 见 《数学 通讯 汶 987(6) 陈 计 的 文章 ; 

趟 (4-9) 证 明 多 《数学 通讯 1988(4) 苏 化 明 的 文章 ; 

式 (4-6) 还 可 以 推广 到 四 面体 中 去 : 设 四 面体 ABCD 的 6 条 校长 为 ai， 
a ,ds ,其 外 接 球 半径 为 尺 ,体积 为 V, 则 有 


v<2(IIe) . (4 - 10) 
< 而 (IT (4 -11) 


注 (4 -10) 式 的 证 明 见 《数学 通报 》1981(6) 杨 路 的 文章 ; (4-11) 式 的 证 明 
见 《 数 学 通报 》1984(12) 赵 何 成 的 文章 . 

2， 挨 道 什 - 真 迪 尔 不 等 式 

埃 道 什 一 葛 迪 尔 (Erdis-Mordell) 不 等 式 ” 设 PP 为 人 ABC 内 部 或 边 上 一 点 ， 
P 到 一 边 BC ,CA,AB 的 距离 分 别 为 PD .PE,PF, 则 

PA+PB+PC<2(PD+PET+PF). (4 ~ 12) 

这 个 不 等 式 是 由 匈牙利 数学 家 埃 道 什 于 1935 年 rr 
提出 .1937 年 由 英格兰 数学 家 莫 迪 尔 第 一 个 证 明了 这 . 
个 不 等 式 , 后 人 称 这 个 不 等 式 为 埃 道 什 一 莫 迪 尔 不 
等 式 . 

为 了 证 明 这 个 不 等 式 , 我 们 先 看 一 个 引 理 : 设 己 为 
A48BC 内 部 或 BC 边 上 的 任 一 点 .P 到 AB,AC 的 距 
离 分 别 为 PE,PF( 如 图 4-16). 则 

PA. BCEPE. AB+PF. AC. 

事实 上 ,可 由 点 B 和 C 向 直线 AP 引 垂 线 BK ,CL, 冬 足 分 别 为 K 和 上 L. 显 

然 BK 十 CL 志 BC, 从 而 


= BC 。 AP >5BK ° AP+5CL * AP= Sagp 十 SAacrp 
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= 了 4B ， PE+5AC ,PF, 


故 PA，BC>PE. AB+PF. AC. | 
下 面 回 到 原 问 题 的 证 明 ; 对 于 了 P 了 点 关于 人 A 的 平分 线 的 对 称 点 ,运用 引 
理 , 有 


AB 
PA>$s: PF 二 SS ， PE. 
~ AB BC AC 
同 理 , PB 之 = PD+AE ， PE,PC 之 x “PF+ 人 "PD. 从 而 
AB, AC AC BC AB , BC 
PA+PB+PC > (和 十 人 )PD+(8ETiC)PE+( 人 十 请 。PF 
>>2PD 十 2PFE 十 2PF 


=2(PD+ PE+T PF). 
因为 三 角形 ABC 的 形状 是 任意 的 ,点 PP 的 选取 也 是 任意 的 ,因此 ,这 个 不 
等 式 是 很 强 的 ,由 它 可 以 推导 出 许多 新 的 不 等 式 . 
这 个 不 等 式 也 可 以 推广 到 凸 多 边 形 中 去 ， 
斌 n 之 3, 点 了 为 上 乌 n 边 形 A1A,…A, 内 的 任意 一 点 ,PBi ,PB, ,…,PB, 分 


别 为 点 PP 到 nn 条 边 Ai1A,,A,A;,…,A,A, 的 距离 , 则 DPA, > sec 一 . PB.. 


(4 — 13) 
而 且 , 对 任意 正 数 序列 41 ,4,，… ,4, ,都 有 


> PA, > sec TE， DY iAPB,. (4 -13") 


注 (4-13) 式 与 Cd - 13 ) 式 的 证 明 可 参见 《数学 通讯 》1984(8) 简 超 的 
文章 ， 

类 似 于 (4 - 12) 式 ,有 如 下 优美 的 不 等 式 ，; 

议和 人 ABC 的 三 边 长 为 a ,b,c,P 为 平面 上 任 一 点 , 则 

a* PA‘+b. PBi+ec. PC abc, (4 一 14) 

或 P4A-，sinA4A 十 PB:，sin 了 十 PC:。sin CC 之 2S,,， (4-14 ) 
其 中 等 号 当 且 仅 当 PP 为 人 ABC 的 内 心 时 取得 . 

(4 - 14) 式 的 证 明 可 参见 《数学 通讯 》1988(9) 刘 健 的 文章 . 该 文 还 将 (4 - 14”) 
推广 到 : 当 ”之 4 的 凸 边 形 4A,A,…A4, 中 去 ; 


> Ph; 。 sin A., 之 之 94 4， A (4—15) 


其 中 等 号 当 且 仅 当 A A,… A 为 正 n 边 形 且 P 为 其 中 心 时 取得 . 
3， 外 和 森 比 克 不 等 式 和 分 斯 勒 一 哈 德 维 格 不 等 式 
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1919 年 ,著名 几何 学 家 外 和 森 比 克 (R. Weitzenboke) 提 出 并 证 明了 以 下 不 
等 式 : 
外 森 比 克 不 等 式 设 A4BC 的 边 长 和 面积 分 别 为 ac,p,c 和 SA, 则 
4a: 十 下 十 c? 之 4V3SA、， (4 - 16) 
其 中 等 号 当 且 仅 当 AA4ABC 为 正三 角形 时 取得 . 


证 明 令 p 一 坟 (a 十 6 十 c), 则 由 海伦 公式 S、 =Vp(D -a(tp5) Cp 一 c) 及 


Op Dp OT (4). 


平均 值 不 等 式 , 有 (p 一 a)(p 一 b) Cp 一 <| 3 3 


所 以 s<ye 人 3) = 二 


因为 (a 十 5b 十 c) 二 a 十 下 十 性 十 (ab 十 bc 十 ca) 才 3(@a? 十 6 十 c?)， 

故 S < Hote) cath te 
3V3 12 V3 4WV3 

即 a 十 十 c: 尝 4 Y3S.. 

注 ” 苏 化 明 在 4 数学 竞赛 ) 第 12 辑 ( 湖 南 教 育 出 版 社 ,1992 年 ) 中 另 给 出 了 

(4-16 式 ) 的 24 种 证 法 . 
单 培 教 授 在 4 几何 不 等 式 ) 一 书 中 介绍 了 (4 -16) 的 下 述 加 权 推 广 ， 
设 俯 ABC 的 边 长 和 面积 分 别 为 a,6b,c 和 SA ,对 于 任意 正 数 和 ,As ,A;，,， 有 
Aia’ 十 Aza’ 十 hz 之 4VAAs 十 Na 十 NA Sa， (4-17) 


其 中 等 号 当 且 仅 当 a :5 ;c= 二 Vhs 十 43 :Vi 十 ia :WA 十 1 时 取得 . 
1938 年 ,分 斯 勒 (P. Finsler) 和 哈 德 维 格 (Hadwiger) 加 强 了 外 森 比 殉 不 等 
式 , 提 出 并 证 明了 下 面 的 不 等 式 . 
芬 斯 勒 一 哈 德 维 格 不 等 式 ” 设 人 ABC 的 边 长 分 别 a,6,c 和 面积 S、, 则 
a 十 信 十 c 之 4Y3SA 十 (a 一 B) 十 (6 一 c)? 十 (6 一 c)? 十 (c 一 a)?. (4 一 18) 
其 中 等 号 当 且 仅 当 AABC 是 正三 角形 时 取得 ， 
证 明 设 z= 思 一 ayy 一 六 一 pz 一 力 一 Cc， 则 
[一 (一 cc 六] 十 [ 枯 一 (一 c 守 十 [人 一 (一 轨 2 
=4(p—O) (p+4(p—a)(p—o)t4(p—a)(p—b) 
二 4(yz 十 xX 十 Ty)， 


并 且 4V3S、 =4vV3p(p—a)(p—o) (pm—ce) =4vV3(ri yr) ryz. 


于 是 ,需要 证 明 zy 十 yz 十 Tz 之 V3(z 十 y 十 z) 工 yz， 
两 边 平方 ,化 简 , 只 需 证 zy: 十 yz? 十 zx? 守 T? yz 十 yrxz 十 zxy. 
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而 了 77 二 2) ye DY (7 十 2) YT ) ry 

以 上 三 个 不 等 式 相 加 , 即 可 得 xy 十 yz 十 zz 之 XT yz 十 y XZ 十 z'y， 

其 中 等 号 当 x 二 y 二 xz 即 a 二 6 二 c 时 取得 . 

式 (4 - 18) 可 以 推广 到 凸 边 形 中 去 ， 

设 CI9C2 9，Cn 为 凸 ]7 边 形 A， A,.…A, 的 7 条 边 长 ,Sa A 为 其 面积 , 则 
De > 4tan 一 * Sa. A 十 二 >》, (ai — a;)’,， (4 一 19) 


ni li 


其 中 等 号 当 且 仅 当 AiA:…A, 为 正 n 边 形 时 取得 ， 
注 式 (4-19) 的 证 明 可 参见 (中 学 数学 教学 》1984(6) 陈 远 利 的 文章 . 
类 似 于 (4- 19) 式 ,对 于 实数 m<0 或 加 >>1, 有 


or > > (a SA. 人 ， (4- 20) 


其 中 等 号 当 且 仅 当 ai =az 王 … 一 a, 时 取得 . 
注 (4-20) 的 证 明 可 参见 (数学 通讯 》1988(1) 王 方 汉 的 文章 . 
在 式 (4 一 20) 中 , 取 m= 二 一 2, 便 得 (4 -16) 式 的 对 侦 式 : 
上 + 吉 + 坟 之 3 (4 - 21) 
同样 ,也 有 (4 - 18) 式 的 对 偶 式 
和 > 人 人 全 
注 二 22) 的 证 明 可 参见 (数学 通讯 1987C12) 际 计 的 文章 
式 (4 一 18) 也 可 以 推广 到 7 维 空 间 中 ,这 可 见 《 湖 南 师范 大 学 学 报 》( 自 然 科 
学 版 )1992(4) 杨 世 国 和 沈 文选 的 文章 ， 
4， 纽 保 一 匹 多 不 等 式 
1891 年 , 纽 保 (J. Newberg) 提 出 一 个 涉及 两 个 三 角形 的 边 长 和 面积 的 不 等 
式 . 1942 年 ,美国 著名 几何 学 家 匹 多 (D. Pedoe) 重 新 发 现 并 证 明了 这 个 不 等 式 ， 
纽 堡 一 匹 多 不 等 式 ” 设 人 4,4,4, 和 八 BB,B; 的 边 长 和 面积 分 别 是 ai 、 
az .a3、S。 和 pp bs、S ， 则 
a1 (一 如 十 嫩 十 3) 十 a2 (如 一 丰 十 妃 ) 十 a ( 相 十 愉 十 B2) 宇 16S, 。S， (4 -23) 
上 述 不 等 式 稍 加 变形 ,可 发 现 它 等 价 于 不 等 式 
16S,.S, 夸 (ai 二 TaiTa3) (06+ 二 Tb) —2(a B+aib+abi)b, (4-24) 
下 面 我 们 证 明 式 (4 - 24)， 
事实 上 ,由 海伦 公式 有 16S:= 二 (a? 十 a; 十 ai): 一 2(a! 十 at 十 at)， 
于 是 ,由 柯 西 不 等 式 , 有 
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16S.S, 十 2(q? 寻 十 a +a?6:) 
二 16S.S, 十 V3Ca Taf Tal) « V2(bt ib +0) 
=(4S,) 。(4S,) +V/2(at Tal tat) « V2CO!t To To!) 


VL16S; 十 2Caf 十 at 十 as) 16Ss 十 2(6i 十 Bb 十 6b3)] 


二 (@? 十 2 十 a3)(bi 十 十 5b )， 

其 中 等 号 当 且 仅 当 Ss : S 一 al : 看 一 星人 一 ai : 53, 即 八 AlA,A; 中 人 BiB,B， 
时 取得 . 

1979 年 , 常 庚 哲 教授 介绍 了 这 个 不 等 式 ,并 给 出 一 个 复数 证 明 . 自 此 之 后 ， 
我 国有 许多 数学 工作 者 ,对 这 个 不 等 式 作 了 各 种 各 样 的 推广 :加 权 推 广 、 多 边 形 
推广 、n 维 推 广 等 等 ,以 至 掀起 了 一 股 凸 体 几 何 研究 的 热潮 . 这 可 参见 《中 国 初等 
数学 人 研究 沪 李 炯 生 、 黄 国 勋 主编 ,科学 技术 文献 出 版 社 ,1992 年 出 版 )《 几 何不 
等 式 在 中 国光 单 二 主编 ,江苏 教育 出 版 社 ,1996 年 出 版 ) 和 《 单 形 论 导 引 一 一 三 
角形 的 高 维 推广 研究 兴 沈 文选 著 , 湖 南 师范 大 学 出 版 社 ,2000 年 出 版 ). 


习 题 4. 2 


1. 给 出 三 角形 等 周 不 等 式 (4 -7) 的 证 明 . 
2. 给 出 外 森 比 克 不 等 式 (4 -16) 的 几 种 证 法 . 
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学 习 几 何 , 离 不 开 几 何 证 明 . 所 谓 证 明 一 个 几何 题 , 就 是 从 所 给 前 提出 发 , 利 
用 定义 .公理 和 已 知 定理 推出 欲 证 明 的 绪论， 


几何 证 明 ,方法 甚 多 ,形式 多 样 ,研究 的 内 容 非常 丰富 . 而 研究 证 题 的 一 般 思 
路 ,探索 证 题 过 程 的 数学 思维 ,总 结 证 题 的 一 般 规律 ,是 几何 证 明 研 究 的 重点 内 
容 .证 题 的 一 般 思路 常 有 试 悟 式 思路 与 顿悟 式 思路 ， 

试 悟 式 思 路 ,就 是 证 题 时 ,首先 仔细 考察 题目 的 特征 .审查 理解 题 意 ,分 清 条 
件 和 结论 ,尽量 发 气 题 目 中 涉及 的 一 些 概 念 的 内 涵 , 在 细致 周密 的 考察 的 基础 
上 ,尝试 展开 丰富 的 联想 (如 接近 联想 .类 似 联想 .对比 联想 .特征 联想 等 ), 以 求 
唤起 对 有 关 提 知识 的 回忆 ,开启 思维 的 大 门 ,尝试 能 否 借助 于 旧 经 验 来 解决 面临 
的 新 间 题 ,考虑 这 个 问题 能 否 归结 为 某 种 我 们 已 熟悉 其 证 法 的 类 型 ,向 那 种 类 型 
靠拢 . 如 果 把 问题 直接 归结 为 某 种 类 型 还 有 困难 ,就 尝试 对 问题 的 条 件 或 结论 作 
某 些 变更 使 其 转化 为 某 种 类 型 . 如 果 在 转化 过 程 中 磁 到 某 些 障碍 ,人 缺乏 茶 些 因 
素 .就 尝试 引入 辅助 量 或 作 辅 助 线 .图 来 进行 沟通 ,找到 解决 问题 的 转机 ,并 纠正 
尝试 中 的 错误 ,最 后 锋 得 原 问 题 的 证 明 . 

顿悟 式 思路 .就 是 证 题 时 ,一 下 子 不 能 马上 寻找 到 它 的 证 明 思 路 ,但 当 通 过 
有 选择 地 带 着 形象 识别 的 眼光 反复 地 分 析 它 ,通过 动员 和 组 织 . 分 离 和 整合 题目 
中 已 知 的 信息 .辨认 和 联想 题 中 的 各 种 因素 时 , 则 可 在 经 过 一 系列 的 “ 脑 风 暴 ” 
后 ,在 某 一 其 他 因素 或 其 他 问题 的 激发 下 ,或 运用 直觉 想 像 ,突然 在 脑子 中 形成 
一 个 念头 或 内 现 出 对 证 题 的 提示 ,从 而 顿时 获得 简捷 而 优美 的 证 题 思路 . 

试 悟 式 思 路 ,又 常 分 为 直接 式 与 间接 式 ， 

由 命题 的 题 设 出 发 ,根据 定义 .公理 .定理 进行 一 系列 正面 的 逻辑 推理 ,最 后 
得 出 命题 的 证 明 , 这 种 证 题 思路 称 为 直接 式 思 路 . 由 于 思维 过 程 的 顺 逆 ,我 们 在 
证 题 时 运用 的 方法 常 有 “综合 法 ”村 “分 析 法 ”之 分 . 综合 法 是 由 命题 的 题 设 条 件 
入 手 , 由 因 导 果 , 通 过 一 系列 的 正确 推理 ,逐步 靠近 目标 ,最 终 证 明 出 绪论; 分析 
法 则 由 命题 的 结论 人 手 ,承认 它 是 正确 的 话 , 执 果 索 因 , 寻 求 在 什么 情况 下 结论 
是 正确 的 . 这 样 一 步 一 步 逆 而 推 之 ,直到 与 假设 条 件 汇 合 , 于 是 获得 由 假设 条 件 
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通 往 结论 的 思维 过 程 . 具体 证 题 时 ,有 时 是 两 种 方法 的 配合 运用 或 单独 运用 ， 

有 些 命题 ,往往 不 易 甚 至 不 能 直接 证 明 , 这 时 ,不 妨 证 明 它 的 等 效 命题 ,间接 
地 达到 目的 ,这 种 证 题 思路 称 为 间接 式 思路 . 我们 稼 运用 的 反 证 法 .同一 法 证 题 
就 是 两 种 典型 的 间接 式 思 路 证 题 方法 . 

用 间接 思路 证 明 命题 ,是 构 作 一 个 等 效 命题 来 证 ,有 一 种 方法 是 构 作 并 证 这 
个 命题 的 逆 否 命题 成 立 . 具体 说 来 ,由 否定 该 命题 结论 的 正确 性 出 发 ,根据 题 设 
条 件 .定义 、 公 理 、 定 理 , 进 行 一 系列 正确 的 推理 ,最 后 得 出 一 个 矛盾 的 结果 (与 命 
题 的 假设 、 茶 个 公理 或 定理 矛盾 ,或 自 相 矛盾 等 ), 这 就 表明 结论 的 反面 不 能 成 
立 , 从 而 可 以 肯定 结论 的 正确 性 . 这 种 驶 倒 反 面 的 证 法 ,叫做 反 证 法 . 当 结 论 的 反 
面 只 有 一 款 时 ,否定 了 这 一 款 便 完成 证 明 . 这 种 较 单纯 的 反 证 法 又 叫做 归 雇 法 ; 当 
结论 的 反面 有 痢 干 蒜 时 ,必须 台 倒 其 中 每 一 球 , 这 种 较 繁 的 反 证 法 又 称 为 穷 举 法 . 

当 欲 证 某 图 形 具 有 某 种 性 质 而 又 比较 繁杂 或 不 易 直 接 证 明 时 ,有 时 可 以 作 
出 具有 所 示 性 质 的 图 形 , 然 后 证 明 所 作 的 图 形 跟 所 给 的 某 图 形 就 是 同一 个 ,把 它 
们 等 同 起 来 . 这 种 证 法 叫做 同一 法 . 能 用 同一 法 证 明 的 命题 ,实际 上 是 依据 这 样 
一 件 事 实 : 具 有 所 示 性 质 的 图 形 是 唯一 的 . 

证 题 过 程 ,不论 是 直接 思路 还 是 间接 思路 ,都 要 进行 一 系列 正确 推理 . 推理 
常 有 演绎 推理 和 合 情 推 理 . 由 一 般 规律 推导 出 特殊 事项 的 推理 称 之 为 演绎 推理 . 
几何 证 明 中 的 推理 ,用 的 就 是 演绎 推理 . 如 果 根 据 观察 试验 分 析 , 融 直觉 ,灵感 与 
逻辑 于 -- 体 而 得 到 一 种 可 能 性 的 推理 称 之 为 合 情 推 理 . 常用 的 合 情 推理 形式 有 
归纳 .类比 等 . 合 情 推 理 在 几何 证 明 分 析 中 发 挥 着 重要 作用 . 

例 1 试 证 :如 图 5 一 1, 如 果 @Oi,O,,O; 具有 相等 的 半径 尺 ,并 通过 同 
一 点 M 外 ,还 两 两 相交 于 A,B,C, 则 人 和信 ABC 的 外 接 贺 半径 也 等 于 R. 


(b) 


图 5--1 


题 设 图 形 有 两 种 情况 ,我们 仅 对 图 5 -1(a) 的 情况 给 出 试 悟 式 证 题 思路 的 综 
合法 和 同一 法 证 法 及 顿悟 式 思 路 证 法 等 三 种 证 法 . 


76 第 五 章 ” 半 因 儿 何 问题 的 证 朋 


证 法 1 对 于 图 中 7 点 的 两 两 连接 , 则 知 AO,MO; ,BO,MO; ,CO:MO; 分 别 
为 萎 形 . 利用 装 形 性 质 及 圆心 角 与 同 弧 上 圆周 角 的 关系 ,用 二 1, 二 2, 一 3 标 上 相 
等 的 角 如 图 , 则 ACB= /1 十 人 2= O00;0,， 

LBAC= /2+ /3= /0,00;, 
LABC= /1+/3= /0,0,0,. 

在 AMO,O, 中 ,0D: 二 2R? 一 2R? ，。，cos(180° 一 2 /1). 

在 人 CQ BC 中 ,BC’=2R: 一 2R? 。cos(2 2 十 2 一 3)， 

而 在 人 AO OO 中 ,一 0000O: = 人 2 十 人 3==180" 一 /00,0; 一 人 0,0,;0, = 
180 一 (人 1 十 2) 一 (1 十 3) 二 180" 一 2A1 一 (A2 十 A3), 从 而 180° 一 
2 一 1 一 2 一 2 十 2 一 3 于 是 BC=0O,O,. 

同 理 ,4B=OO ,4C=OO0 , 则 AAABCS2AO OO,， 

人 O10;0; 的 外 接 圆 以 M 为 圆心 ,半径 为 R. 故 和信 ABC 的 外 接 圆 半径 为 R， 

证 法 2 作 Q@O, 关于 AC 对 称 的 OO, 则 Q@O 的 半径 为 RR, 且 点 M 关于 AC 
的 对 称 点 M 在 OO 上 . 设 @O 交 直 线 4B 于 B”， 
下 证 B' 与 B 重合 : 

连 MA, MB, MC, CB’, AB’, 则 了 AB’C 十 
AMC=180". 

而 ABC= /AABM+ LMBCm 


] 一、 


FAM+ 


fd 


FCM= 3 CMA = 5 (360° — AC) = 180° 一 


AC 180" 一 “AMC = 180 一 /AAMC, 即 


人 ABC+ 人 人 AMC 二 180". 从 而 B' 与 B 重合 , 故 
和 人 ABC 的 外 接 圆 就 是 O, 从 而 其 半径 为 R. 
证 法 3 在 图 5-1 中 ,有 选择 地 带 着 形象 识别 的 眼光 反复 地 分 析 这 个 图 形 ， 


如 果 看 到 九条 线段 4C , AO; , BO , BO; ,CO , CO, ， C 

MO, ,MO, ,MO, 所 组 成 的 三 个 四 边 形 是 两 两 相 邻 接 < > 
的 菱形 , 它 使 我 们 想起 一 些 熟 悉 的 图 形 . 若 把 N 点 也 9 
画 成 另 三 个 两 两 邻接 菱形 交点 ,这 时 立体 几何 中 的 平 

行 六 面体 的 形象 会 出 平 意料 地 “ 跳 ” 出 来 , 它 使 我 们 突 ， 4 


然 领 悟 (顿悟 ) 到 证 题 的 途径 . 如 图 5- 3, 点 N 就 是 到 三 
上 尽 A,B,C 的 距离 均 为 RR 的 点 ,在 平面 内 ,NN 为 和信 ABC 
的 外 接 圆 圆心 ,从 而 八 ABC 的 外 接 阅 半径 也 为 R. 

在 平面 几何 证 题 中 ,综合 法 是 运用 得 比较 多 的 证 法 . 深入 发 掘 题 设 内 涵 ,从 


O; 
图 5-3 
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各 种 不 同 的 角度 应 用 已 知 条 件 , 可 以 导致 各 种 不 同 的 综合 证 法 . 

例 2 设 点 1, 瑟 分 别 为 锐角 入 ABC 的 内 心 和 重心 ,点 Bj ,CI 分 别 为 边 AC， 
AB 的 中 点 .已 知 射 线 BT 交 边 AB 于 点 B,(B, 关 B), 射 线 C1I 交 AC 的 延长 线 
于 点 C,，B,C, 与 BC 相交 于 天,A 为 人 BFDC 的 外 心 , 试 证 ;A,I,A, 三 点 共 线 的 
充分 必要 条 件 是 八 BKB, 和 和 AcCKkC: 的 面积 相等 . 

此 例 的 证 明 应 灵活 运用 综合 法 证 明 两 个 充分 必要 条 件 . 

首先 证 明 ;A,I1,Al 三 点 共 线 会 BAC=60” 

证 法 1 如 图 5-4, 连 结 BA,CA4A, 则 一 BHC=180" 一 BAC, BAC=? 
(180' 一 人 BHC) 二 2 人 BAC. 因此 , BAC= 4 
60" LBAC+ /BAC=180° 

SA 在 AABC 的 外 接 贺 上 AI 与 AA! 


重合 

入 4,T,4, 三 点 共 线 . 

证 法 2 在 人 ABA, 和 人 ACA' 中 ,运用 

BB 

正 获 定理 ,有 i A AB 、、 - C， 

AA AC ~ 人 J 
sin/ ACA!:! sin A,AC' A 

因 AiB==AiCi , 且 1T 为 人 ABC 的 内 心 , 则 图 5-4 


A,I1,A; 共 线 心 A1AB= AAC 
和 人 4B4 与 人 ACAh 均 为 二 角形 内 角 时 ,sin ABA, =sin ACA4， 
淳 LABA I 了 产 人 人 ACA1( 因 AB 关 AC) 时 ,ABA, 二 /ACA 二 180° 
咏 A,B,Al,C 四 点 共 圆 . 
注意 到 在 避 A, 中 国 周 角 与 倒 心 角 的 关 4 
系 , 有 
BAIC= 360 — 2 ABHC = 360° 一 
2(180 — LBAC)=2/BAC,H 
BAC+/BAC=180 /BAC=60", 
证 法 3 由 题 设 知 A 在 A4BC 外 ,如 图 
-5.4 为 ABPFC 的 外 心 ;, 有 人 人 AlBC = 


AICB=90 一 FLBAC=90°— (360" 一 


2LBHC)= /BHC—90°=90°— /BAC. 
又 1 为 人 ABC 的 内 心 ,有 IBA, 一 气 人 一 由 5 


78 


十 90 一 
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/BAC. ZICA, = 二 


延长 A1 交 BC 于 P, 连 1I4, 交 BC 于 忆 :, 则 


90 一 人 BAC. 


LACB 


BP, Sass, BI. BA ,sin/IBA, ™" 2 


= 
Teoh 


PC Soca CT C4 .sinZICA! . ZABC. 、 
2 


又 由 角 平 分 线性 质 及 正弦 定理 ,有 


BP_ A4AB_ sinACB 
PC AL sin 人 ABC 


4,T,A4A, 共 线 局 P, 与 P, 重合 


sin 


BP!_ BP; sin A ACB _ 2 


PC PC sin/ ABC ABC ACE 
in 


全 co0s( ALB 一 BAL)=cos( ABC 一 BAC) 
SALAACB— LBAC= ALBAC— LABC 或 人 ACB 一 LBAC= ABC 一 


了 BAC( 不 合 题 意 , 舍 去 ) 


O/BAC=60.. 


证 法 4 如 图 5-5, 设 和 BHC 的 外 接 圆 半径 为 R', 八 ABC 的 外 接 圆 半径 为 


R, 又 人 BHC=180" 一 BAC, 则 


BC 。 Sin BAC 


_ 83  _s2k. sing BAC 


2sin BHC 2sin BAC 


在 A 中 ,又 人 HA1B=2 人 BCH=2(90’* 一 ABO)， 


HAC=2(90 — /ACB), 


LACB os| ZABC 


(< 


( LACB 
2 


一 LBAC) 


一 LBAC) 


一 ZBAC) 


-ZBAC) 


则 CA1B 一 人 HA1B+ 人 HA,C=2(180" 一 ABC 一 ACB)=2/BAC, 


从 而 


义 


可 计算 得 ”CI=4R，。sin 对 一 一 一 


LAiCB=3(180"— LCA1B)=90°— /BAC. 


ZACI=< + 


A,I,A, 一 十 SAa ,CI = SA ACA, 


lac. CI» sin < 


全 7 
=5AC . AC. sin ACA 


90 一 BAC, 


十 了 4， CC。(CT。，Ssin ACI 


<B4C ， sin 全 人 (在 AATIC 中 运用 正 豆 定理 ) 


BAC=60. 


作 入 ABC 的 中 心 对 称 图 形 八 PCB. 由 CH AB 知 
CH | CP, 由 BHI|AC 知 BH | BP, 即 知 B,P,C,H 
四 点 共 圆 ,从 而 A, 为 ABPC 的 外 心 , 且 4, 是 O 关 
于 对 称 中 心 D 的 对 称 点 . 设 BH 的 延长 交 AC 于 EE， 
交 QO 于 Ei, 作 OO, 上 AC 于 O1,0O00; | AB 于 0O;,, 作 
DD | AC 于 D;,DD, | AB 于 D;,, 注 意 到 BH = 
2O0O, 及 EH 二 EE,, 则 A, 到 AC 的 距离 2DD, 一 
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OZ2R .sin ABC » 4Ksin 和 *。Sin 一 。Sin + 


R .4Rsin ESE . sin 4 . sin( +90"— LBAC) 


—2R .sin ABC，. R. sin(/A ACB+90 一 一 BAC) 


BAC sn ACB . BAC 
2 


ACB 
了 7 十 2 。sin 二 


cMsin ABC + sln 一 一 一 。 cos( /BAC— 2 


= 2 。cos < . cos( /BAC— /ACB) 


4sin ABC ， sin < . sin < os < + BAC 一 LACB)+ 


cos (< — LBAC+ LACB) |- 


sin( ZBAC+ <3 — ACB 4 sin (LACB_ ZBAC)] 


一 cos( /ACB 一 全 3 | 。S1n 全 


2sin( LBAC+ LACB) 。sin < =c0s (LACB-—<3) 


eos (S++ LACB) eos( SF + LACB) =eos( LACB 一 生 3 | 
Se0s (SF + LACB) =cos (3EF + LACB)+eos( LACB—<3 ee ) 


一 Zecos (一 一 3AL 


十 LACB . cos/ BAC 


Seos LBAC = 5, LBAC 为 三 角形 内 角 忆 


证 法 $5 如 图 5-6, 以 BC 边 的 中 点 DD 为 中 心 ， 


P 
=BE~00,=EH+HB-00,=EH+HB- 


人 Ta de her rm re -mm mm aq 
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HB 一 尼采 十 本 HB 一 椰 BE 


同 理 ,A, 到 AB 的 距离 =2DD, 一 00, 二 CF 一 00, = 地 CF 


因 了 为 人 ABC 内 心 ,A,1,Al 三 点 共 线 参 4 到 AC 的 距离 ==A 到 AB 的 
距离 

OBE=CF,O2R.， sin(/ BAC+90°~ /ACB) 

一 2R 。sin( BAC 二 90" 一 ABC) 

OLBAC+90"— ALACB)+ (LBAC+90"— /ABC)=180° 

或 BAC+T90" 一 人 ACB== 人 BAC 十 90" 一 人 ABC( 不 合 题 意 , 爹 去 ) 

OA BAC=60.. 

再 证 明 :SAaka 二 Sacxc, 信人 BAC==60.. 

证 法 1 作 IM]|AB 于 点 M,INJ]|AC 于 点 NN, 则 


Sanna, =5IM. AB,+5IN. AB,. 


设 IM=r(r 为 人 ABC 的 内 切 圆 半径 ) , 则 IN=r. 


25 
人 二 一 -一 = 二 二 和 ABC 
又 今 BC=a,CA==b,AB=c, 则 r rt 


注意 到 SAAB, B, =5AB, . AB, ® sin/ BAC, 了 以太 


AB = 过 ,24B . sin /BAC 一 所 一 全 eaec ， 


(CAABC ZSAaBc \ DOA ABC 
从 而 有 AB: | C 2 / 4 十 0 一 c- 
bc 
Bh Ab, = Toe 
同 理 ,AC, 一 一 
“a 二 c—b 
由 SABkB, 一 SAckc,， 有 SAABC = SAABsC, ， 
bc bc 


于 是 bc 一 -于 psp 一 7 二 -7 
站 a 二 6 二 一 bc 合 由 余 弦 定 理 ， 
/BAC=60. 

证 法 2 如 图 5-7, 设 入 ABC 的 内 切 图 
切 4AC 边 于 Q@, 在 AC 上 取 Q; ,使 Qi 关于 B， 
与 Q@ 对 称 . 令 BC 二 a,CA=6b,AB=c,p= 
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F(atbte) or 为 OT 的 半径 , 则 


Sib 


Sama =5* BQ=5(AB—AQ)—5| 


b 
SA1B,B — OAABB, 一 AHAB ~ OAaIB, = 也 ” (2 一 亏 ) ” Gee * 一 二 (一 5)， 
AB, _ AB, 
一 ’ B 9 ~ 
于 是 SAIB,Q, DAIB,B 从 而 BQV B:Bi，, 即 有 到 去 AB AQ, 
, 、 AC: _ AC: 
类 似 Q 在 AB 边 上 定义 P，, 同 理 有 公民 一 分- 
而 AQ, -4AC 一 AQ 一生 5 一 5 一 < 
同 理 ,AP., = 二 PP 一 b. 
SBKB, 一 SAckc, IAABC = SAAB,C, 
bp 5 
AB, “AL __ AB, 。 ALC | 2 7 
AB* AC 20, * AP. 人 OO 一 


二 5 十 c* 一 bc, 了 BAC 为 二 角形 内 和 角 导 BAC=60., 
AB BI AB+BC ca 
由 角 平 分 线性 奈 , 有 二 B.™ IB- B. BC mp BL ABBC.- F 
对 和 八 ABB, 及 直线 Ci IC, ,运用 梅 涅 劳 斯 定理 有 


AC , BI BI , B:C: 一 1] 
C1B 1B, C,A 


而 AC, 二 C1B, 从 而 己 守 == 疗 一 -后 , 即 B,C = CzA. 
和 1 有 A 
CAB TC BAB aT AC- he 
同 理 , AB 一 “十 c 

AB AC 


二 ] 


DABKB; — OACkC, PIAABC = IAABsC, 全 AB; 4C， 


Se . ae bea =b te —be, LBAC 为 三 角形 内 角 


全 BAC 一 60 . 
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证 法 4 如 图 5 一 7Y， 今 APB， 吕 ; 一 ay 一 ACTIC; =p. 
在 人 ABiB; 与 AACC: 中 分 别 运 用 正弦 定理 ,有 


AB, SIn waw _ tan a 
AB, sim(PBAC 十 au) SinBAC 二 cos BAC 。ftan w” 


4C: _ sinp tanp 
4C sin(ZBAC+B) sin A BAC+cosLBAC. tanpB 


在 俯 AIC 和 和 AAATB, 中 分 别 运 用 正弦 定理 ,有 


. /ACB psin ACB 
A A 
AC 2AB, sin (3 + AE) AB, . (仁和 /ACB\ 
in( Ta + 3 | 
Al_ sina 
AB., . BAC 
sin (a D ) 
on, 2sin 和 0 2sin 3 . sin < 
从 而 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -~ , 求 得 tana= 一 -一 
sin(at 3) sin( <PA C+) sin 十 (BAC- /ACB) 
z 2 2 2 2 
sin ACb sin <ACB 
TAB! ZBAC- ZABC cA 
AB, n BAC.. "ABC AC . BAC , /ABC' 
2 > 2 Sn 
AC sin < 
同 理 ,一 过 一 一 -一 一 一 一 
AB De BAC . /ACB 
SIn 守 一 一 一 。 sln 一 一 一 一 
2 2 
AB,»* AC 
SABKB, 二 SAckc, SSAABc = DAAB,C, SA AE 一 ] 
in SE sin 48 
OO 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 汪 ] 
2s1in < 。 Sin < 2sin 3 。 Sin < 
Osin’ 全 ==1, 人 BAC 为 三 角形 内 角 
OA BAC=60. 
证 法 $5 设 人 4BC 的 外 接 圆 半径 为 R, 在 八 ACI 与 AABC 中 ,运用 正 弱 定 
AT __AC _ AC i 人 
于 ,ACB snZAIC™ ABC 一 4R sin ' 即 
SIn < 一 一 一 COS 和 一 一 一 一 
2 2 
n SCE 


Al=4R ，。 sin < ,。 
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又 4AB， =AC=R . sin /ABC. 


在 人 4B,B, 中 ,运用 张 角 定理 ,有 
,ZBAC ZBAC | 


2COS A 


sin LBAC ” 2 2 z 
2R ， sin < 。 Sin < 。 COS < 
COS < 。 COS SS sin < 
2R 。 cos < s。 SInN < 
, BAC 
Sn 一 一 一 一 一 
2 
2R， cos 和 。 sin 和 人 
. /BAC 
Sin 2 
DABKB, = SAckc, OS A Aagc = SAABp,c, OAB ' AC= AB, ' AC, 
sin ACB 。 COS <ABC sin ABC 。 COS ACB 
2 2 ， 2 2 
. /BAC . /BAC 
sin 7 sin 5 


1, 人 人 BAC 为 三 角形 内 角 售 人 BAC=60.. 


同 理 ,AC; = 


Osin/ ACB .sin ABC 一 


34sin’ LBAC. 
2 


习 题 S.1 


1. 锐角 三 角形 的 一 个 顶点 到 其 垂 心 的 距离 等 于 外 接 圆 的 半径 . 求 这 个 顶点 
处 的 三 角形 内 和 角 的 度数 . 

2. 设 AD,BE,CF 为 人 ABC 的 三 条 高 ,也 ,下 , 下 ,分 别 为 垂 足 , 自 A,B,C 分 
别 作 AK | EF 与 KK, 作 BL]DF 与 L, 作 CN | DE 与 下 . 证明; 直线 AK,BL， 
CN 相交 于 一 点 . 
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1. 面积 与 面积 法 证 题 

面积 很 早 就 成 为 人 们 认识 几何 图 形 性 质 和 证 明 几 何 命题 的 工具 . 

张 景 中 院士 通过 自己 的 亲身 体验 ,提出 了 建立 以 面积 为 中 心 的 几何 度量 新 
体系 来 挑战 传统 的 欧 几 里 得 几何 度量 体系 . 


本 一 由 一 一 
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张 院 士 指 出 : 抓 住 面积 ,不 但 能 把 平面 几何 课程 变 得 更 容易 学 ,而 且 使 几何 
问题 求解 变 得 更 有 趣味 . 

在 求解 平面 几何 问题 的 时 候 , 根 据 有 关 几 何 量 与 涉及 的 有 关 图 形 面 积 之 间 
的 内 在 联系 ,用 面积 或 面积 比 表 示 有 关 几 何 量 或 其 比 , 从 而 把 要 论证 的 几何 量 之 
间 的 关系 转化 为 有 关 面 积 之 间 的 关系 ,并 通过 图 形 面积 的 等 积 变换 对 所 论 问题 
来 进行 求解 的 方法 ,我们 称 之 为 面积 法 . 

面积 法 证 题 ,常用 到 如 下 的 几 个 面积 公式 、 几 个 等 积 变形 定理 和 几 个 面积 比 
定理 : 

(1) 设 在 人 ABC 中 , 角 A,B,C 所 对 的 边 依次 为 a,b,c, 又 hh 为 a 边 上 的 高 ， 


及 为 其 外 接 圆 半径,r 为 其 内 切 贺 半 径 ,p 一 方 (a 十 6 十 c), 则 


() Saaac — oh (2 Saage = . sin A; 
_abc a sinB.sinC 
(3) Saage aR 出 DAaBC 一 一 IT A ; 
() Saagc 一 rp © Saapc =vV pp—a) pp—6) (pp—e). 


(2) 在 凹 四 边 形 ABCD 中 , 边 长 分 别 为 ac,d 两 对 角 线 长 为 e,f, 两 对 角 
线 夹 角 为 09,1 一 三 (a 十 b 十 c 十 d), 风 


QQ) Saacn = ef * sin 9; 


(2) S apep 一 二 / 4e’ f° 加 (a” 十 c 一 术 —d’ ) 


4 
3) Sagcp 一 V (一 a)( 一 D)(C 一 CC 一 Cd) 一 apcd 。 cos 0， 


(3) Snaacp = 50 * ha. 


(5) 面积 分 割 原理 :一 个 图 形 的 面积 等 于 它 的 各 部 分 面积 的 和 . 

(6) 两 个 全 等 图 形 的 面积 相等 . 

(7) 等 底 等 高 的 两 个 三 角形 面积 相等 . 

(8) 等 积 平行 定理 :SAaA gc =Saa,Rc HH Al,A, 在 BC 的 同 侧 合 A,A: BC. 
(9) 两 相似 图 形 的 面积 比 等 于 其 相似 比 的 平方 . 

(10) 两 个 等 底 的 三 角形 (或 平行 四 边 形 ) 的 面积 比 等 于 底 边 上 对 应 高 的 比 . 
(11) 等 高 的 两 个 三 角形 (或 平行 四 边 形 ) 的 面积 比 等 于 它们 底 边 的 比 . 

(12) 夹 在 两 条 平行 线 间 的 两 个 平面 图 形 ,被 平行 于 这 两 条 平行 线 的 任意 直 
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线 所 截 , 如 果 截 得 两 条 线段 之 比 总 等 于 一 个 常数 4, 那 么 这 两 个 平面 图 形 的 面积 
之 比 为 4. 

(13) 内 接 于 等 圆 的 两 个 三 角形 的 面积 比 等 于 三 边 乘积 的 比 . 

(14) 共 边 比例 定理 : 若 人 PAB 与 人 QAB 的 公共 边 所 在 直线 与 直线 PQ 交 
PM 
~ QM: 

(15) 共 角 比例 定理 : 若 人 ABC 与 AA'BIC 的 人 A= AAA 或 “ALA'= 一 
180", 则 Se -A 

例 1 设 P 是 八 ABC 的 人 A 平分 线 上 的 任 一 点 ,过 C 引 CE//PB 交 AB 的 
延长 线 于 上 ,过 B 引 BF/ PC 交 AC 的 延长 线 于 下 ,求证 ;BE= CF. 

证 明 ”如 图 5 -~ 8, 连结 PE,PF, 由 PC// BF 有 Shpcr = 二 SApgc. 


于 MT ， 则 二 OAPAB _ 
六 WAB 


由 PB// CE, 有 OAPBE = SapPBC. 

故 DAPCF = SApBE-. 

又 忆 是 人 A 的 平分 线 上 的 点 ,P 点 到 BE 及 CF 的 距离 相等 , 即 八 PCF 的 
CF 边 上 的 高 等 于 和信 PBE 的 BE 边 上 的 高 ,从 而 BE= 

例 2 如 图 5-9, 在 人 ABC 中 ,PP 是 BC 边 上 的 高 A 矿 上 任 一 点 ,直线 CP 
交 AB 于 DD ,直线 BP 交 AC 于 EE, 连 结 DH,EH. 求 证 :DHP= /EHP. 

证 明 ”过 点 A 作 BC 的 平行 线 分 别 交 HD， 


H 尼 的 延长 线 于 下 ,G, 则 有 和 区 一 多 一 Se ， 


而 AG= HC， Dapap 


DAPCB 


同 理 ,AF=BH。 5, BH- HC: DAPaB 
SA Be SO APAC 
AG __ HC Sapas 


由 上 述 三 式 , 有 有 FEF 一 地 "Sm 
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如 AG = 二 AF, 从 而 A 是 FG 的 中 重 线 ， 故 P 
LDHP= /EHP. 

例 3 如 图 5-10, 已 知 PQ 垂直 平分 AB,O 是 
PQ 上 任 一 点 .过 O 作 直线 与 AP ,AB,BQ 顺 次 交 于 
F,M,E, 叉 作 直 线 与 AQ,AB,BP 顺 次 交 于 C,N， 
D, 连 结 CF,DE 交 AB 于 G.H. 


和 MG BH _ SAMmeF » SA BDE 
证 朋 由 jG ' NE 


OD AACF SO ANDE 


_ OABDE . SAMCF 


DAACF SADNE 
_BD: BE MF »。 OC 
AF，. AC OF .ND 
BD» BE ， SABMF , DAAOC 
AF ，, AC SAgoe SAAND 
bD. BE BM.:AF AC.Q0O 
AF.»AC AN.». BD BE . QO 


-BM 
AN 


rr 


MG NH MB 


2， 消 点 思想 与 消 点 法 证 题 

在 饶 究 几何 定理 的 机 器 证 明 中 , 张 景 中 院士 以 他 多 年 来 所 发 展 的 面积 法 为 
基础 ,提出 了 消 点 思想 .他 和 周 咸 青 、 高 小 山 合 作 , 于 1992 年 实现 了 可 读 性 证 明 
的 自动 生成 . 这 是 一 种 既 不 以 坐标 为 基础 ,也 不 同 于 传统 的 综合 方法 ,而 是 一 个 
以 几何 不 变量 为 工具 ,把 几何 .代数 逻辑 和 人 工 智能 方法 结合 起 来 所 形成 的 开发 
系统 , 它 选 择 几 个 基本 的 几何 不 变量 和 一 套 作 图 规则 ,并 且 建 立 一 系列 与 这 些 不 
变量 和 作 图 规则 有 关 的 消 点 公式 , 当 命 题 的 前 提 以 作 图 语句 的 形式 输入 时 ,程序 
可 调用 适当 的 消 点 公式 把 结论 中 的 约束 点 逐个 消去 ,最 后 达到 水 落石 出 . 消 点 的 
过 程 记录 与 消 点 公式 相 结 合 , 就 是 一 个 具有 几何 意义 的 证 明 . 

基于 此 法 所 编 的 程序 ,已 在 微机 上 对 数 以 百 计 的 困难 的 几何 定理 完全 自动 生 
成 了 简短 的 可 读 证 明 ,其 效率 比 其 他 方法 高 得 多 ,这 一 成 果 被 国际 同行 誉 为 使 计算 
机 能 像 处 理 算术 那样 处 理 几 何 的 发 展 道路 上 的 里 程 碑 , 是 自动 推理 领域 三 十 多 年 
来 最 重要 的 工作 . 更 重要 的 是 ,这 种 方法 也 可 以 不 用 计算 机 而 由 人 用 笔 在 纸 上 执 
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行 ,这 种 方法 我 们 称 为 证 明 几 何 问题 的 消 点 法 . 消 点 时 ,是 将 作 图 过 程 中 依次 出 现 的 
点 反 硕 序 消 去 , 即 作 图 时 最 后 出 现 的 点 最 先 消去 , 作 图 时 最 先 出 现 的 点 最 后 消去 ， 

消 点 法 把 证 明 与 作 图 联系 起 来 ,把 几何 推理 与 代数 演算 联系 起 来 ,使 几何 证 题 
的 逻辑 性 更 强 了 , 它 结束 了 两 千 来 几何 证 题 无 宪法 的 局 面 , 把 初等 几何 证 题 法 从 四 
则 杂 题 的 层次 推进 到 代数 方法 的 阶段 ,从 而 几何 证 题 术 有 了 以 不 变 应 万 变 的 模式 . 

简单 的 例子 可 参见 第 十 章 第 三 节 中 的 例 7 - 9, 这 里 看 一 道 较 复杂 的 例子 . 

例 4 如 图 5-11, 设 入 ABC 的 内 心 为 1 BC 边 的 中 点 为 M,Q 在 TVM 的 延 
长 线 上 并 且 IM 二 MQ, AI 的 延长 线 与 AABC 的 外 1 
接 阅 交 于 点 D ,DQ 与 和 八 ABC 的 外 接 圆 交 于 点 N. 求 
让 :AN 二 CN= BN. 

分 析 ”由 于 所 证 式 中 的 线段 都 是 八 ABC 外 接 圆 
的 弦 , 故 可 用 正弦 定理 转化 成 三 角 吗 数 式 而 证 ,又 作 
图 过 程 为 : 

(1) 任 取 不 共 线 三 点 A,B,C; 

(2) 取信 ABC 内 心 1; 

(3) 取 BC 中 点 M 

(4) 延长 JIM 至 Q ,使 MQ=TM; 

(5) 延长 A1 与 A4ABC 外 接 圆 交 于 DD，; 

(6) 直线 DQ 与 A4BC 外 接 圆 交 于 入. 

证 明 由 于 AN,CN,BN 都 是 AABC 外 接 圆 的 弦 , 若 设 外 接 圆 直径 为 &， 
则 有 AN=d'. sinD,BN=d.sn~BDN,CN=d。sin CBN. 

记 D=0, 人 BAC=A, 人 /ABC=B,ACB=C, 则 

BDN=/ BDA+ AD=C+0, CBN=B— /ABN=B—06. 

于 是 所 证 等 式 化 为 dsin bg 十 dsin(B 一 0) 一 d ，sin(C 十 站 . 

则 sin 0 十 sin 0 cos B—cos B. sin Gg=sin C* cos0++ecos CC. sin®b, 
消去 让 

下 面 继 续 消 去 Q@ 和 M : 

由 于 Si ie= 方 1D ° QD * sin 6,WM sin 0 六 2 

由 IM 一 MQ, 有 Sjpo = 二 2S. py 
XX QD* cos0=ID—IQ* cos/ QID=1ID—2IM .cos/ MID. 


Hl sing ZS A ipa __- apn ' 
则 cos0 1D，QD' cos0 (TD 一 21AM cos/ MID)» ID (此 时 已 消去 
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由 于 M 是 BC 中 点 及 Smps 十 SA 一 SA 一 SApw， 并 注意 到 已 ,C,M 在 
ID 上 的 投影 , 则 有 


] 
Aipw = 了 (DAipc 一 Aips ). 


日 IM. cosZMID= 坟 (1B « cos/ BID+IC. cos /CID) 


=5 (1B* cos 


则 Sin 如 2(9Aipc 一 AipB ) 
ID 一 ITB .sin 上 Tc.sin 总 ) 。JD 
sin 7 sin > ) 
又 由 面积 公式 和 正弦 和 定理 ,有 
1 


Spe =31ID DC. sinZIDC=51D. DC. sinB, 


和 ca 全 -ia 外 


(此 时 已 消去 M 点 ). 


Snins 一 元 ID . BD . sinL1DB=51D . DB 。sin C， 


IB_ sin/ ADB simn<<C sinC ，，C 


Tb 


iD Si IBD nA+B Csin 


= ATC™ B™ "2'1D ID sinZIBD™ 一 ATB™ 
Sl 7 sin 9 


DC,. nnB_ L288. ue 
则 Sin90__ID* DCsinB—ID. DB.sinC _ID ” ID ~ 


cosg _18.. ,CC IC B CC .2。B 
ID， ID(! 7 万 sin 了 一 元 sn 也 ) 1 一 2Sin 2Sin 7 
sin B— sinC sin C—sinB 
GG by 2 十 、 
一 1 十 cos C 十 cosB 1 一 cos 另 一 cos C 由 此 即 证 得 结论 . 


从 上 述 例子 可 以 看 出 :只 要 题目 中 的 条 件 可 以 用 尺 规 作 图 表 出 ,并且 结论 可 
以 表 成 常用 几何 量 的 多 项 式 等 式 ( 常 用 几何 量 包 括 面积 .线段 及 角 的 三 角 函 数 )， 
总 可 以 用 消 点 法 一 步 一 步 地 写 出 解答 . 当 要 消去 某 点 P 时 ,一 看 PP 是 怎么 产生 
的 , 即 与 其 他 点 的 关系 ;二 看 已 处 在 哪 种 几何 量 之 中 . 由 于 作 图 法 只 有 有 限 种 
( 设 为 nn 种), 几 何 量 也 只 有 有 限 个 ( 设 为 m 个 ), 故 消 点 方式 至 多 不 外 mXn 种 . 
这 就 是 消 点 法 证 几何 题 以 不 变 应 万 变 模 式 的 基本 依据 (实际 上 是 几何 证 题 可 以 
机 械 化 的 基本 依据 ). 

3， 面 积 坐 标 

如 果 引 入 带 正 负 号 的 面积 (如 规定 图 形 的 边界 走向 是 逆 时 针 方向 则 面积 为 


rH EL sr 
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正 , 走 向 是 硕 时 针 方 向 则 面积 为 人 负 ), 就 可 以 引入 面积 坐标 了 . 

在 平面 上 任 取 一 个 定向 三 角形 人 A,A4;,4;, , 叫 它 “坐标 三 角形 ” Al，, Aj, A; 
叫做 基点 . 对 平面 上 任 一 点 M, 就 有 了 三 个 三 角形 的 带 号 面积 : 

91 = ISAMA, a, 952 = OAMA, A 93 ™ DAMA, A, : 

把 三 元 数组 (S; ,S; ,S, ) 叫 做 (以 人 AAA,A, 为 坐标 三 角形 时 ) 点 M 的 “面积 
坐标 ”, 记 作 M=(S) ,S, ,9S; )， 

显然 ,相同 的 点 有 相同 的 面积 坐标 ,不 同 的 点 有 不 同 的 坐标 ,Si ,S;,S; 叫做 
M 的 三 个 “坐标 分 量 ”, 且 满足 Si 十 Ss 十 S, 一 Sx wu .因此 ,随便 给 三 个 数 , 可 不 
一 定 是 某 个 点 的 面积 坐标 . 


_ S; . 
者 给 出 三 者 之 比 S$ : S,; D3 :pp : py ' 匡 1s Ts 1'23)) 


则 Cp : ps :po3) 则 做 M 二 (Si,S;,S;) 的 齐 次 面积 坐标 . 通常 ( : py : ps) 叫 做 
M 的 重心 坐标 . 其 物理 意义 是 鲜明 的 ;如果 给 A ,A; ,As 赋 以 质量 yo ,4,4, 则 
质点 Al,A;,A; 赋 以 质量 jv ,yz ,yi;, 则 质点 4 (ju),Az (po),A; (ps) 的 重心 怡 在 
M 处 . 显然 , 当 Si 十 Ss 十 S; 二 S=1 时 ,面积 坐标 也 就 是 规范 重心 坐标 . 

由 于 知道 了 M(S, , S;, S; ) 的 两 个 坐标 分 量 ,就 可 以 确定 M, 从 而 可 以 用 
(S, .5;) 来 表示 点 M, 或 者 用 { 半 , 半 ) 叫 做 在 坐标 系 14; AAA) 之 下 M 的 
仿 射 坐标 ,而 A, 叫做 这 个 仿 射 坐标 的 原点 . 如 果 |AsAi | 二 |AsAs|1==1, 且 
AiA;As 一 90", 则 这 个 仿 射 坐标 系 {A;,AsAi ,AsA;) 叫 笛 卡 儿 坐 标 系 ,也 就 是 
常用 的 直角 坐标 系 . 

这 样 ,面积 坐标 实际 上 包括 了 重心 坐标 、 仿 射 坐标 .直角 坐标 等 多 种 坐标 . 在 
面积 坐标 系 里 推出 一 个 公式 来 ,马上 可 以 变换 成 其 他 坐标 系 里 的 公式 . 

关于 面积 坐标 在 解 题 时 的 大 量 应 用 ,可 看 见 ( 初 等 数学 论 从 》(3) 中 杨 路 先生 
的 文章 《 谈 谈 重 心 坐 标 》( 上 海 教育 出 版 社 ) 或 (中 国 初等 数学 研究 文集 ( 工 )》 中 过 
伯 祥 先生 的 文章 《三 角形 几何 学 的 新 方法 与 新 成 果 》( 河 南 教 育 出 版 社 ). 


屏 题 5.2 


1， 设 凸 四 边 形 ABCD 的 两 边 AB ,CD 延长 后 交 于 工 , 两 边 CB, DA 延长 后 
交 于 天 . 对 角 线 AC,BD 的 延长 线 分 别 交 直线 KL 于 G,F. 求 证 ,KR 一 KE 
2. 设 AM 是 AABC 在 BC 边 上 的 中 线 , 任 作 一 条 直线 分 别 交 AB,AC,AM 


+ AB AM AC 
于 PQ,N. 求证 :五 ,元 ,2G 成 等 差 数列 
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第 三 节 ”向 量 法 与 复数 法 


1. 向 量 法 与 向 量 法 证 题 
把 向 量 作 为 工具 来 研究 与 求解 有 关 数 学 问题 的 方法 称 之 为 回 量 方法 . 癌 量 


法 的 特点 是 形 数 结合 、 运 算 有 法 可 循 ,因此 册 量 法 既 有 综合 法 的 灵巧 ,又 有 坐标 
法 的 方便 ,能 把 综合 法 与 坐标 法 有 机 地 结合 在 一 起 . 因而 平面 几何 问题 如 用 向 量 
法 来 研究 与 求解 ,往往 用 计算 代 蔡 演绎 论证 而 显得 明快 .简捷 和 容易 人 手 , 它 克 
服 了 几何 绿 合 论证 中 常常 要 添置 霹 干 辅助 线 而 显得 不 易 捉摸 的 缺点 ,同时 又 因 
为 向 量 公 式 不 依赖 于 坐标 系 , 故 向 量 法 求解 平面 几何 问题 较 之 于 坐标 法 也 具有 
一 定 的 优越 性 . 


例如 ,运用 向 量 法 可 以 很 简捷 地 证 明 第 一 节 中 的 例 1; 
设 三 个 圆 的 圆心 分 别 为 Oi ,O;,O; ,又 设 A,B,C 分 别 为 @O; 与 OO OO 


与 OO; OO 与 0O; 的 交点 ,MM 为 三 个 圆 的 交点 , 则 


P= 


MA=MO; +MO; ,MB=MO' 十 MO; ,MC 一 MO 十 MO; ,于 是 ， 
AB=MB— MA= MO, -MO =0,0, ,BC=MC—MB=MO, —MO; =0;,0,, 
CA=MA—MC=MO; 一 MO;=010; ,故人 ABC 人 OO0;0;. 

信 O1O;O; 的 外 接 圆 以 M 为 圆心 ,R 为 半径 ,故人 和信 ABC 的 外 接 关 半径 为 R. 
除 运用 向 量 运 算法 则 与 性 质 外 ,运用 向 量 法 还 常用 到 如 下 一 系列 公式 ， 


(1) 设 点 PP 分 有 向 线段 AB 为 定 比 A, 即 伟 = 则 PA+XPB=5， 
PB 


A+AB 
IA 


-> AC, AB 
(2) 在 人 ABC 中 ,点 C; ,Bi 分 别 分 4B,AC 为 定 比 1 oo 即 一 全 一 1, 一 二 一 1 
CiB C 


1 


> A+AB — AtxC 


本 ; 则 对 于 CC 与 BB 的 交点 已 ,有 


ATAB+uC 


PA+XA PB+u PC=0 ;P= 
7 1 十 十 mw 


(3) 平面 上 两 点 A,B 间 的 距离 


4d(A,B)=|ABI’?=|A—B|I=VA’4+B’ 2A .B. 
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(4) 平面 上 点 三 到 直线 / 的 距离 


JP 一 4A) 元 ( 当 Ac17 均 17 时 )》， 


| 


LTTA)XA| (yAELAi/LNH), 


d(p,L)= | 元 | 
PAXPB|! IPxA+AXB+BXP 
PXTB IPXATAXBIBXP| (Gy A,BELNH). 
1AB| IAxXB| 
(5) 设 非 零 向 量 z 与 5 的 夹 角 为 (位 ,5). 则 
~ -人 了 
sin(@ ,6)=— eX ,cosca ,6)=— ee. 
| | 人 |。 16 


(6) 两 直线 (不 重合 )4, B, 与 4; Bs 平行 的 充 要 条 件 是 
)， A,B, 一 As B, (A ,A2 为 非 零 实数 ) 司 A Bi XA,B; 一 5 
IAB . AsBi|=|AB . AB,|. 

(7) 两 直线 A1 Bi 与 A;B, 垂直 的 充 要 条 件 是 

Ai Bi ， AsB;=0G|AB; XABi|=|AB | . |AB|. 


(8) Sowa = 广 |AiAsXAiA|= 方 | 入 XA 十 XA 十 久 XB|. 
(9) 4 ,A;,A; 三 点 共 线 的 充 要 条 件 是 

44 * AiAs|=|AiAs| .144 

SAA XAiA; =0, 即 A XA 二 A XA +A XA =0 
AiA;=1AiA; ,TA = (1— DA +LA. 


全 存在 非 零 实数 Al A2 9A3 及 Al A + A + A, =0, 

HH A 十 A 十 4， 一 0， 

例 1 如 图 5 -12, 设 四 边 形 ABCD 的 两 对 角 线 Dp 
AC,BD 的 中 点 分 别 为 M,N, 求证 :14B 一 CD| <MN 


<F(AB+CD). 


证 法 1 由 MN=MA+AB+BN, 而 MN=MC4CPDE ， 
DN, 有 2MN= MA+MOO+CABECD) + B+ DY 图 5-12 
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由 M,N 分 别 为 AC ,BD 的 中 点 , 即 
则 MN=—5(AB+CD), IMNI=—31AB+CD. 
但 ABI— ICD||<IAB+CDI<IABI+1CD), 
所 以 3|11ABI -1cD| |<IMN| < ABI+ ID 
即 31AB-CDI<MN<3(AB+CD). 
特别 地 , 当 AB//CD 又 AB,CD 反 向 时 ,在 | 1AB| 一 |CD| |<14B+cCD| 中 
等 号 成 立 . 
证 法 2 在 四 边 形 ABCD 所 在 平面 内 任 取 一 点 O 作为 向 量 坐 标 原 点 , 则 
M 一 (A +C), N=5(B+D). 而 MN 二 N 一 M=5(B+D)—F(A+C) 
=5[(D— C)—(A—B) 
De|- 43| <| -O48) 
S 2 
- |-O+e- De 
例 2 证 明 斯 特 瓦尔 特 (Stewart) 定 理 ; 设 Al ,A,,A; 为 共 线 二 点 ,P 为 任意 
一 点 , 则 
PA’ . A, A, 二 PA; . A;Al 十 PA: AiA,=—A,A, . A;A » A A,. ( xX ) 
AAA 
证 法 1 如 图 5 一 -一 一人， 
入, 


A,; A, ’ AlA, -一 4 _AA 


| le 


(1 十 人) 
从 而 和 欲 证 式 (* ) 可 化 为 
A A, 4, 
PA ’= (+AVPAr 十 MI 十 1) PA;， 一 1A,4， Le 


(1 二 和) 图 5-13 


第 三 节 向量 法 与 复数 法 93 


将 A,A, 一 (P4, 一 P4A) 一 PA 十 PA, 一 2 PA,。PA, 代 入 上 式 化 为 


2 己 4A 十 人 忆 A， 
=|( 1 十 ) ) ， 
AA . 
一 下 二 A 知 上 式 成 立 , 故 (x ) 式 获 证 . 
3 和 A 
证 法 2 因 4, ,4:,A4A; 三 点 共 线 , 故 可 令 
一 一 > 一 一 > -一 一 > AAA AA 
PA,=X PA,+X, PA; (4 十 和 二 1) ,其 中 = 二 一 一 ,A 二 ; —. 
A,A, A,A, 


于 是 ,1 PA 十 Xs PA =XA1(PA; +AsA)’ +h (PA + A A ) 

一 PA +4 AsA, + AsA, +2 PA « (a AsA +A, AA), 

但 和 1AsAi 一 一 AsAy, 故 和 PA + PA — PA, = AAr +AsAsAs”. 
将 XA1 ,4; 的 值 代 和 人 上 式 整 理 即 证 得 结论 . 

例 3 如 图 5-14, 设 0O A 的 外 心 , 若 AO,BO,CO 分 别 交 对 边 


于 L,M,N, 设 RR 为 GO 的 半径 . 求证 ;二 十 二 十 4 


证 明 任 取 一 点 为 原点 , 则 O05 一 O04 一 AB,0C 一 ， 2 
OA=AC, 

而 4ABXxAC=(O08 一 OA) x (OC—0A) 

-=O08xOC-OBxO4-O4xOc 

=OBXOC+OAxXOB+OCxOA. 

又 因为 ABXAC,O0BXOC,OAXOR OCXOA 均 为 共 线 向 量 且 方 向 相同 ， 
,OBXOC , OAxXOB , OCxOA 


图 5-14 


ABXAC ABXAC ABXAC 
‘0B XOC _OL AL—R ,， RR 
BxAC 
OA x OB OCXOA _ 
同 理 二 一 一 二 1 一 A 一 > 一 人 a 
ABX AC ABxAC 


从 以 上 运用 向 量 的 线性 运算 .向 量 的 三 角形 不 等 式 及 数量 积 . 向 量 积 等 四 个 
亡 面 的 例题 中 我 们 可 以 看 出 ,用 向 量 法 求解 平面 几何 问题 通常 需要 按 以 下 步骤 
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进行 : 

首先 是 建立 恰当 的 向 量 坐 标 系 ,然后 将 问题 中 的 条 件 .结论 翻 评 成 向 量 关 系 
式 , 其 次 是 设置 好 “媒介 向 量 ”. 很 多 时 候 条 件 中 的 向 量 关 系 式 与 结论 中 的 向 量 关 
系 直 常常 有 趾 离 . 例如 ,结论 中 出 现 的 菜 些 癌 量 , 条 件 中 没有 ,这 就 需要 在 图 形 中 
选择 出 铬 十 已 知 问 量 以 这 些 向 量 为 基础 ,将 结论 中 出 现 的 那些 向 量 表 示 出 来 ,以 
沟通 已 知 和 未 知 的 关系 . 但 媒介 向 量 的 个 数 选取 要 恰当 , 少 了 不 能 达到 证 题目 
的 ,多 了 会 使 问题 复杂 化 而 不 利于 证 题 ,最 后 是 化 简 或 证 明 向 量 关 系 式 . 从 作为 
条 件 的 向 量 关 系 出 发 应 用 向 量 性 质 , 结 合 有 关 代 数 、 几 何 知 识 , 推 得 表示 结论 的 
回 量 关 系 式 . 

2. 复数 法 与 复数 法 证 题 

复数 >= xz 二 yi(CzyyER) 可 以 用 点 ZCz,y) 和 向 量 OZ(O 为 坐标 系 原点 , 即 
复 平面 原点 ) 表 示 . 复数 集 与 复 平 面 上 的 点 集 及 复 平面 上 从 原点 出 发 的 向 量 集 
(位 置 向 量 集 ) 构 成 一 一 对 应 ,因而 复数 的 加 、 减 法 的 几何 表示 就 是 向 量 的 加 、 减 
法 ;用 一 个 实数 去 来 复数 的 几何 表示 相当 于 数 乘 向 量 的 运算 . 若 设 > 一 r(cos 9 十 


isin 0) ,复数 = 与 向 量 OZ; 对 应 , 则 z。z 的 几何 意义 是 把 向 量 O>, 绕 O 点 逆 时 
针 方向 旋转 0 角 , 再 把 102i| 变 为 原来 的 + 售 , 而 并 (z 关 0) 的 几何 意义 则 是 把 向 


量 OZ, 绕 O 点 顺 时 针 方 向 旋转 9 角 , 再 把 OZ OZ, 变 为 原来 的 一 倍 . 根据 复数 及 其 运 


算 的 几何 意义 ,平面 上 某 些 图 形 的 几何 关系 可 以 通过 复数 关系 式 来 刻画 ,从 而 一 
些 平 面 几 何 问 题 就 可 以 通过 一 系列 复数 运算 ,巧妙 地 导出 所 需 的 结果 . 我 们 把 这 
种 运用 复数 知识 来 求解 问题 的 方法 称 为 复数 法 . 

由 此 也 知 , 凡 是 利用 同 量 知识 能 求解 的 几何 问题 ,用 复数 法 也 可 以 解 出 . 但 
是 ,复数 乘法 的 几何 表示 不 同 于 向 量 的 一 般 乘 法 (数量 积 或 向 量 积 ), 它 表示 为 向 
量 的 拉 伸 与 旋转 的 合成 . 利用 这 一 特点 ,使 得 复数 在 解决 某 些 几何 问题 时 , 比 向 
量 更 显得 方便 . 

例 4 人 4BC 和 人 A 人 AD 是 两 个 不 全 等 的 等 腰 直 角 三 角形 , 现 固 定 人 ABC， 
而 将 人 ADE 绕 A 点 在 平面 上 旋转 . 试 证 :不 论 A4ADE 旋转 到 什么 位 置 ,线段 
EC 上 必 存 在 点 M ,使 得 人 BMD 为 等 腰 直 角 三 角形 . 

证 法 1 把 人 ABC 置 放 在 复 平面 中 ,使 A, B,C 所 对 应 的 复数 分 别 为 0， 


ae ,V2a(a 之 1). 设 AD=1, 则 D,E 所 对 应 的 复数 分 别 为 i ,V2el*+#)i,CE 中 
和 和 全 (Te 
= 之 


aeti 一 二 ; (Vaa+ Ve(’) ) | aed — ee |,| DM|= | ei 
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5 (Yaadae ("+)') = aeti me (其 中 注意 到 V2 一 e 十 e 全 小 


从 而 ,1BM| 一 1DM| 一 避 1BDI. 由 此 即 证 ABMD 为 等 腰 直 角 三 角形 , 


证 法 2 把 人 ABC 置 放 在 复 平 面 中 ,使 得 4,B,C 所 对 应 的 复数 分 别 为 0， 
ae1i,V2al(a 之 1). 又 设 AD==1,D,E 对 应 的 复数 为 e* ,V2e(?+?)i, 并 以 DB 为 斜 
边 作 等 有 箱 直角 三 角形 DMB(D,M,B 按 顺 时 针 方 向 ) ,点 D,M,B 对 应 的 复数 记 


为 D ,M ,B ,于 是 M-D=(B-D) Be -et) ) , 则 | 


M=D+M -DD)=e te ) = (teli)'), 


一 一 


改 M 二 二 (V3a 十 Vze(*+)') ,这 说 明 M 是 线段 EC 的 中 点 . 
证 法 3 把 人 ABC 置 放 在 复 平面 中 ,使 得 A,B,C 所 对 应 的 复数 分 别 为 0， 
e*',V2( 其 中 令 AB 二 1), 先 设 巨 在 AC 上 , 且 设 五 对 应 的 复数 为 1, 则 0<< <<V2， 


且 D 点 对 应 立 的 复数 为 ee 下 当 八 ADE 绕 A 旋转 任 一 角度 9 之 后 ,E 点 对 应 


复数 为 4e?, 而 也 点 对 应 复数 变 为 .5e( i)', 取 EC 的 中 点 为 M, 则 M 点 对 应 的 


一 一 


复数 为 了 Ge* 十 V2) ， 考察 三 点 B,M,D 所 对 应 的 复数 , 易 见 M (1+ 让 =M 


一 一 一 和 


V3et'=X. 7 +e=D .i 十 B. 由 此 得 出 (了 一 MD)i= 亡 一 克 , 由 此 


即 证 . 
证 法 4 因 |4BI>14D1, 故 了 B,D 不 重合 . 把 两 三 角形 放置 在 同一 复 平 面 
中 ,使 BD 中 点 为 原点 ,BD 所 在 直线 为 实 轴 ,各 顶点 对 应 的 复数 用 其 顶点 表示 ， 


上 且 设 B= 一 1,D ==1, 则 EE 一 DD 一 (A 一 DD) .CD= 一 (人 -Di 从 而 六 = 万 - 
(A 一 DD)i=1 一 (A 一 Di. 同 理 C=B 十 (A 一 B)i= 一 1 十 (A 十 1)iy 设 BC 中 点 
为 M, 则 M = 三 (E 十 C )=i. 这 说 明 人 BMD 为 等 腰 直 角 三 角形 . 
证 法 5 把 两 三 角形 放置 在 同一 复 平面 中 ,向 量 与 对 应 复数 可 分 别 设 为 
BA;z ,DE;z,, 则 BC,z .iDA: i,AC, zi vA:z, — vi, 从 而 
CE, (zi z2) — (z+ za)i. 
设 M 是 所 求 的 点 , 且 记 CM 二 XCE(0<24 志 DD), 则 MB= 一 (BC+CMD ,于 是 MB 
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对 应 的 复数 二 一 zi 一 A(zi 十 zz ) 十 A(zi 十 2)1 二 一 A(Z 十 Zz) 一 (1 一 A)zii 十 Az21， 
则 xz。1 一 (1 一 1 人)z; 一 (] 一 人 )zi 一 人 zs 一 人 (zl 十 zz )1. (x) 
又 MD 一 ME 一 DE, 则 MD 对 应 的 复数 
z =(1—A)[L(Czi 二 Tz) — (zz )1i| 2 
=(1—A)z—Azs — (1—A) *。 (zz, )1. (XxX XxX) 
若 人 BMD 为 等 腰 直 角形 ,只 需 zi 二 z ,比较 (x )、(x x ) 两 式 可 知 44 二 1 一 A， 


即 ) 一 椰 , 即 M 为 BC 中 点 ， 


习 题 5.3 


1. 设 E 是 人 AOB 的 平分 线 上 一 点 ,CD 分 别 在 角 的 两 边 0A ,OB 上 , 且 
AD//EB,BC,EA. 求 证 :AC= BD. 

2， 过 正方 形 ABCD 的 顶点 A 作 人 EAF=45°, 角 的 两 边 交 BC,DC 于 E,F， 
又 作 AG LEF 于 G. 求 证 :AG==AB. 
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这 一 节 讨 论 几 类 数量 及 位 置 问题 的 证 明 . 

1. 关于 线段 . 角 的 相等 

证 明 线 段 或 角 的 相等 的 途径 很 多 ,不 胜 枚 举 ,常见 的 有 

(1) 利用 全 等 三 角形 ,寻找 或 构造 两 个 三 角形 ,使 之 各 含 欲 证 线段 (或 角 )， 
证 这 两 三 角形 全 等 ， 

(2) 利用 等 腰 三 角形 ,将 两 线段 化 为 同一 三 角形 的 两 边 . 两边 上 的 中 线 、 高 
线 或 角 平 分 线 而 证 这 两 边 之 对 角 相 等 ;将 两 线段 化 为 被 三 角形 的 高 线 或 对 角 平 
分 线 所 分 , 且 在 同一 边 上 的 两 线段 ,而 证 另 两 边 相 等 ;将 相等 两 角 化 为 一 个 三 角形 
中 的 两 角 而 证 对 边 相 等 ,线段 相等 与 角度 相等 证 明 的 互 化 多 是 借助 等 腰 三 角形 . 

(3) 利用 平行 四 边 形 等 特殊 的 多 边 形 ,化 所 证 两 线段 或 角 为 四 边 形 ( 或 多 边 
形 ) 的 对 边 或 对 角 而 证 该 四 边 形 是 平行 四 边 形 (或 特殊 多 边 形 ); 化 两 线段 为 四 边 
形 的 对 角 线 钻 男 一 对 角 线 所 截 的 两 段 而 证 四 边 形 为 平行 四 边 形 . 

(4) 利用 三 角形 内 、 外 角 平 分 线性 质 定 理 及 逆 定 理 , 利 用 相似 三 角形 或 平行 
线性 质 可 获得 比例 式 而 证 两 线段 相等 . 或 证 两 线段 之 比 等 于 其 反比 ,或 证 两 线段 
与 同一 线段 等 比 ,或 与 已 知 两 线段 各 有 等 比 . 

(5) 利用 三 角形 的 面积 关系 :面积 相等 的 两 个 三 角形 ,(a) 若 等 底 , 则 等 高 ; 
反之 亦 真 . (b) 车 两 对 应 边 的 乘积 相等 , 则 夹 角 对 应 相等 或 互补 . 
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(6) 圆 内 等 量 的 利用 :如 (a) 等 圆心 角 对 等 弧 、 等 弦 、 等 弦 心 距 ;反之 亦 真 . 
(b) 垂直 于 弦 的 直径 分 弦 为 等 线段 . (c) 相交 两 圆 的 连 心 线 平分 公共 弦 . (d) 图 
外 一 点 到 一 圆 的 两 切线 等 长 . (e) 两 圆 的 外 (或 内 ) 公 切线 等 长 , (f) 同 红 所 对 
圆周 角 相 等 ,一 圆 中 等 圆周 角 对 等 弦 . (g) 圆 内 接 四 边 形 的 外 角 等 于 其 内 对 角 . 
(h) 弦 切 角 与 所 严 圆 周 角 相等 . 

(7) 利用 等 量 公 理 . 先 证 这 两 线段 与 已 知 的 两 线段 各 有 同样 的 数量 关系 ,或 
证 两 线段 各 与 第 三 线段 有 同样 的 数量 关系 , 角 类 同 . 

(8) 利用 边 角 关 系 计 算 . 如 利用 正 .余弦 定理 等 . 

(9) 通过 计算 、 代 换 等 转换 途径 求解 . 

(10) 利用 几何 变换 :平移 .反射 ,旋转 等 . 

例 1 过 QO 的 直径 BA 的 延长 线 上 一 点 P 作 圆 的 切线 , 设 切 点 为 Q, 连 接 
QO 并 延长 交加 于 尺 , 再 过 PP 作 圆 的 任 一 制 线 交 圆 于 G,S 两 点 .连结 RG,RS 分 
别 交 AB (或 其 延长 线 ) 于 M,N. 求 证 :MO=ON. 

证 明 过 G 作 弦 GF//AB 交 RS 于 K, 交 RQ 于 FE, 取 SG 之 中 点 DD ,分 别 连 
OD,ED 和 和 GQ, 如 图 5-15. 由 OD | SG,O0Q]| 
PQ, 知 0O, P,Q,D 四 点 共 圆 ,有 人 OQD = 
OPD. 又 GF//AB, 有 人 SGF= OPO, 从 而 
了 OQD== 人 EGD, 则 E,G,Q,D 四 点 共 圆 . 故 
GQE= AGDE. 介 AGQE= LAGSR, 则 GDE 
二 人 GSR, 从 而 ED//RS, 由 此 有 GE= EK. XX 
GK /MN , 故 MO= ON. 

例 2 AB 是 QO 的 弦 , 过 AB 的 中 点 DD 人 和 任 
作 一 弦 MN , 设 过 A、B 的 两 切线 相交 于 P, 如 图 5-16. 求 证 :APM= 人 BPN. 

证 明 ”连结 0A,OB,OM,ON,OP, 则 PP， 
A,O,B 共 圆 . 于 是 ,有 AD .， BD= PD ， OD. 又 
在 QO 中 有 AD ， BD 一 MD ，ND, 从 而 
PD.，0OD 二 MD，ND, 即 知 P,M,O,N 四 点 共 P 
圆 , 又 为 ON = ON, 则 OM = ON, 故 人 OPM = 
LOPN. 又 “APO = ~BPO, 则 APM = 
/APO~— /OPM= /BPO— /OPN= /BPN. 

2. 关于 平行 与 垂直 

证 明 两 直线 (线段 ) 平 行 的 常见 思路 有 : 

(1) 利用 平行 线 的 基本 判定 定理 :同位 角 相 等 或 内 错 角 相等 或 同 旁 内 角 互 
补 时 ,两 直线 平行 ;平行 (或 垂直 ) 于 同一 直线 的 两 直线 平行 . 
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(2) 利用 三 角形 或 梯形 的 中 位 线性 质 定 理 . 

(3) 利用 平行 四 边 形 的 性 质 . 

(4) 利用 平行 线 截 得 比例 线段 定理 的 逆 定 理 . 

(5) 利用 同 底 等 面积 的 两 三 角形 的 底 边 与 另 两 对 应 点 连 线 平行 . 

(6) 利用 加 中 夹 等 张 的 不 相交 两 弦 ( 或 一 弦 一 切线 ) 平 行 ;过 相交 (或 相 奶 ) 
两 加 交点 的 两 割 线 交 两 贺 于 四 点 ,同一 贺 上 两 点 所 成 弦 平 行 

(7) 利用 几何 变换 证 两 线 平行 

证 明 两 直线 垂直 的 常见 思路 有 : 

(1) 利用 两 直线 垂直 的 定义 (所 成 夹 角 为 90 ) 或 判定 定理 ,如 垂直 于 两 平行 
中 的 一 条 必 垂 直 于 另 …- 条 ;相交 得 邻 补 角 相 等 的 两 直线 垂直 等 . 

(2) 利用 两 边 对 应 垂直 的 相似 三 角形 的 第 三 边 互 相 垂 直 . 

(3) 利用 直角 三 角形 判定 定理 ,如 利用 勾 股 定理 的 逆 定 理 证 两 边 垂直 ;证 三 
角形 一 边 上 的 中 线 是 该 边 的 一 半 证 两 边 垂 直 . 

(4) 利用 等 腰 三 角形 性 质 , 顶 角 平分 线 ( 或 底 边 中 线 ) 与 底 边 垂直 ;利用 攻 形 
对 角 线 互相 垂直 ,利用 三 角形 重心 性 质 . 

(5) 利用 圆 的 有 关 性 质 . 如 半圆 上 的 圆周 角 是 直角 或 过 圆 的 芒 中 点 的 直线 
垂直 于 终 ; 两 相交 圆 连 心 线 垂 直 于 公 花 ， 

(6) 利用 一 线段 的 两 端 到 另 一 线段 两 端 距 高 
的 平方 差 相 等 时 ,此 两 线段 乖 直 ,这 是 通过 计算 证 
明 垂 直 的 重要 途径 . 

(7) 利用 几何 变换 证 两 线 垂直 . 

例 3 设 O 为 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 AC 的 
中 点 , OE, OF, OG, OH 各 为 人 AOB, 一 BOC， 
全 COD, 人 DOA 的 平分 线 , 且 分 别 和 AB, BC， 
CD,DA 交 于 玉 ,F,G, 日 ,求证 ;EF// HG. 

证 阴 ”如 图 5 - 17. 由 OE, OF 分 别 平分 


AOB,/BOC, 则 SS== 人 EE， Ct 


OB EB'OB FB: 4 
又 OA4=OC, 则 你 一 5 , 故 EF//AC. 
同 理 , HG/ AC, 故 EF/ HG. 
例 4 如 图 5-18, 从 QO 外 一 点 P 引 两 切 Ce 
线 P4A,PB, 过 4B 上 一 点 M 引 弦 CD, 使 M 是 A 
CD 的 中 点 ,过 C,D 再 引 @O 两 切线 并 交 于 QQ D < 


点 .求证 :OQ | PQ. 图 5-18 


rt 
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证 了 明 ”连结 OA 、.OB、OC、OD.、OP. 由 QRC、QD 是 OO 的 切线 , 知 CQ= DQ， 
且 OQ 垂直 平分 CD. 而 M 是 CD 的 中 点 , 则 M 点 在 OQ 上 ,又 QC、QD 是 OO 的 
切线 ,有 ODQ.C 四 点 共 圆 ,从 而 MC .MD=MO,.MQ. 又 MC .MD=MA， 
MB ,有 MO. MQ=MA， MB, 则 CO.B.Q.A4A 四 点 共 圆 .又 PA、PB 是 QO 的 切 
线 , 则 A.O.B、P 四 点 共 圆 . 从 而 A.O、B.Q.P 五 点 共 圆 ,有 PQO= 人 OBP= 
90°, 故 OQ | QP. 

3， 关于 点 共 线 与 线 共 点 

证 明 三 点 X,Y,Z 共 线 的 常见 思路 有 : 

(1) 适当 地 选取 一 条 通过 其 中 一 点 (如 XI) 的 直线 PXQ, 并 连结 XY,XZ, 当 
Y,Z 两 点 位 于 PQ 的 两 侧 时 , 则 证 PXZ 二 人 AQXZ 或 人 PXY 二 /PXZ=180"; 
当 Y.Z 两 点 在 PQ 的 同一 侧 时 , 则 证 PXY== 人 PXZ. 

(2) 利用 平行 或 垂直 ,如 证 XY,Y2Z 平行 或 垂直 于 同一 直线 ， 

(3) 证 明 三 点 在 某 一 定 直 线 上 ;证 明 两 点 连 线 与 某 定 直 线 的 交点 是 第 三 点 . 

(4) 证 三 点 两 两 连结 的 线段 有 和 差 关 系 , 或 三 点 所 成 的 三 角形 面积 为 零 ， 

(5) 证 得 其 中 一 点 为 对 称 ( 或 位 似 ) 中 心 ,其余 两 点 为 对 称 ( 或 位 似 ) 图 形 的 
一 双 对 应 点 . 

(6) 利用 梅 勒 劳 斯 定理 的 逆 定 理 , 或 斯 特 瓦 尔 特 定理 的 逆 定 理 , 或 张 角 定 理 
的 道 定理 ;利用 西 姆 松 定理 、 欧 拉 定 理 等 . / 

(7) 还 可 采用 其 他 方法 ,如 反 证 法 等 . 

证 明 三 直线 共 点 的 常见 思路 有 : 

(1) 化 为 点 共 线 问题 , 即 证 明 三 直线 中 的 两 直线 的 交点 与 第 三 直线 上 的 两 
点 共 线 . 

(2) 证 明 两 直线 的 交点 必 在 第 三 直线 上 . 

(3) 证 明 得 为 三 角形 的 巧合 点 ( 即 外 心 、. 内 心 . 重心 . 垂 心 、 旁 心 等 ), 利 用 这 
些 共 线 点 结论 ， 

(4) 利用 塞 瓦 定理 的 逆 和 定理. 

(5) 利用 对 称 ( 或 位 似 ? 图 形 的 对 应 点 的 连 线 共 点 于 对 称 (或 位 似 ) 中 心 . 

(6) 利用 根 心 定理 , 即 圆心 不 共 线 的 三 圆 两 两 相交 (或 相 切 ) ,其 公共 弱 ( 或 
次 切线 ) 所 在 直线 共 点 . 

例 5 自 圆 上 任 一 点 也 引 三 纺 P4A,PB,PC, 并 各 以 它们 为 直径 画 圆 , 则 所 
别 二 图 的 每 两 两 相交 的 除 点 了 外 的 三 交点 共 线 . 

证 明 设 为 PB,PC 为 直径 的 两 圆 的 非 已 点 的 交点 为 X, 以 PC,PA 为 直 
径 的 两 圆 的 非 P 点 的 交点 为 Y, 以 PB,PA 为 直径 的 圆 的 非 P 点 的 交点 为 Z. 则 
B.C,X;C,A,Y;A,B,Z 都 是 共 直 线 的 . (图 略 ) 
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连结 YZ ,YX ,PZ,PX, 则 XYC= /XPC, /ZYA= /2ZPA, HBH/ PXCS 
了 了 PZA== 90. 又 由 四 边 形 PABC 内 接 于 圆 , 则 一 PAZ = 二 人 PCX, 从 而 
了 AZPA 二 AXPC, 于 是 人 XYC= A2ZYA, 由 此 即 知 YZ,YX 是 同一 条 直线 , 故 
X,Y,Z 三 点 共 线 . 

例 6 在 A4ABC 中 以 BC 为 直径 的 圆 交 4AB ,4AC 于 下 , 开 . 证 明 : 圆 在 五 ,下 处 
的 切线 与 高 线 AD 共 点 . 

证 明 以 屯 表 示 牌 心 ,M 表示 点 的 切线 交 AD 之 点 (图 略 ),BHE、CHF 
也 是 八 ABC 的 高 线 ( 开 .为 得 足 ) ,由 臣 切 角 与 圆周 角 的 关系 得 一 ME 三 
了 MEB 二 人 C. 义 因 四 点 玉 ,D,C,E 共 圆 ,AC 二 AMHE, 于 是 在 直角 入 AEH 
中 有 MEH 二 LMHE, 由 此 断定 M 是 斜 边 A 互 的 中 点 . 

同 理 ,可 证 下 点 处 的 切线 也 过 AH 的 中 点 ， 

4. 关于 总 共 圆 与 圆 共 点 

证 明 点 共 圆 的 途径 常 有 : 

(1) 利用 图 的 定义 ,证 明 各 点 均 与 某 一 定点 等 距 . 

(2) 证 明 连 结 各 点 所 得 凸 多 边 形 与 某 一 圆 内 接 凸 多 边 形 相似 . 

(3) 如 果 各 点 都 在 某 两 点 所 在 直线 同 侧 , 且 各 角 对 这 两 点 都 张 等 角 , 则 这 些 
点 共 圆 . 

(4) 看 凸 四 边 形 的 对 角 互 补 或 一 外 角 等 于 内 对 角 , 则 凸 四 边 形 四 顶点 共 圆 . 

(53) 利用 相交 弦 、 切 割 线 、 割 线 定理 的 逆 定 理 证 四 点 共 贺 . 

(6) 利用 托 勒 迷 定 理 的 道 定理 , 或 西 姆 松 定理 的 逆 定 理 等 证 四 点 共 圆 . 

(7) 证 朋 五 点 或 五 点 以 上 的 点 共 圆 ,可 以 分 别 证 各 四 点 共 圆 , 且 四 点 中 有 三 
点 相同 . 

关于 圆 共 点 的 证 明 思 路 常 有 : 

(1) 证 明 几 个 圆 共 点 , 先 确 定 可 能 共 的 点 ,然后 利用 点 共 圆 的 证 明 方 法 ,分 
别 证 明 该 点 在 各 加 上 ,从 而 将 “ 圆 共 点 ”转化 为 “点 共 贺 ”问题 证 明 . 

(2) 证 其 中 某 两 圆 的 交点 在 其 他 各 圆 上 . 

(3) 证 各 圆 均 过 同一 特殊 点 或 某 一 点 . 

例 7 设 X,Y,Z 各 为 人 ABC 的 三 边 BC,CA,AB 所 在 直线 上 的 点 , 则 
AYZ,©BZX,OCXY 三 圆 共 点 . 

证 明 设 XX,Y,Z 在 三 边 上 ,BZX 与 OCXY 的 交点 X 不 在 连 心 线 上 , 设 
其 第 二 交点 为 0, 连结 OX, OY, OZ, 由 四 边 形 OBZX 内 接 于 圆 ， 则 
LDZB= /OXC. 

同 理 ,四 边 形 OCXY 内 接 于 圆 , 有 OXC= AYO. 

于 是 人 BZO 二 AYO, 从 而 A,Y,O,Z 四 点 共 圆 , 即 O 点 在 GAYZ 上 ,从 而 
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AYZ,©BXZ,©CXY 共 点 . 
当 X 在 〇 BXZ 与 OCXY 的 连 心 线 上 时 , 易 证 三 圆 交 于 X. 
在 X,Y,Z 中 有 点 在 三 边 的 延长 线 上 时 ,其 证 明 类 似 ( 略 ). 


习 题 5.4 


1. 在 人 ABC 两 边 4B 和 AC 上 同 外 作 正 方形 ABDE 和 ACFG, 设 H,K,M 
各 为 BE,CG,BC 的 中 点 .证 明 :(1) MH | MK;(2) MH=MK. 

2， 证 明 : 三 角形 一 顶点 在 其 他 两 角 内 、 外 平分 线 的 射影 ,是 共 线 的 四 点 . 

3， 在 四 边 形 ABCD 中 ,对 角 线 AC 平分 人 人 BAD, 在 CD 上 取 一 点 ,BE 与 
AC 相交 于 下 ,延长 DF 交 BC 于 G. 求 证 ;GAC= /EAC. 

4. 通过 圆 内 接 四 边 形 一 项 点 和 邻接 二 边 中 点 作 圆 ,证明 这 四 圆 共 点 . 
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1. 几何 轨迹 : 

在 几何 中 ,把 具有 某 性 质 的 点 P 组 成 的 集合 叫做 具有 这 种 性 质 的 点 的 
轨迹 . 

虽然 轨迹 和 几何 图 形 都 是 点 集 , 但 两 者 是 有 区 别 的 ,一 般 来 说 ,图 形 ( 熟 悉 的 
特殊 图 形 除 外 ) 是 知 其 形 ( 形 状 ) 而 不 知 其 性 (构造 规律 和 性 质 ) ,轨迹 (熟悉 的 特 
殊 轨 迹 除 外 ) 是 知 其 性 而 不 知 其 形 . 我 们 研究 轨迹 问题 ,就 是 要 探求 适合 一 定 条 
件 的 点 的 集合 形成 什么 样 的 图 形 ,使 形 和 性 得 到 完美 统一 . 

令 工 为 适合 条 件 g 的 点 的 轨迹 ,下 为 具有 某 形状 的 图 形 . 工 ,下 都 是 点 集 , 前 
者 只 知 其 性 ,后 者 但 见 其 形 . 于 是 ,合乎 条 件 p 的 点 的 轨迹 二 是 否 是 图 形 下 ”的 
问题 , 即 成 为 两 个 点 集 上 与 下 是否 相等 的 问题 . 

定义 ” 右 满 足 :(1) 适合 条 件 p 的 任 一 点 都 在 图 形 下 上 ;(2) 图 形 下 上 任 一 
点 适合 条 件 g. 那么 ,图 形 下 就 是 适合 条 件 p 点 的 轨迹 工 . 

上 述 定义 中 的 条 件 (1) 称 为 轨迹 的 完备 性 (或 轨迹 的 充分 性 ); 条 件 (2) 称 为 
轨迹 的 纯粹 性 (或 轨迹 的 必要 性 ). 完备 性 和 纯粹 性 是 轨迹 的 两 大 基本 属性 ,是 判 
断 轨 迹 是 否 为 适合 某 条 件 的 图 形 的 不 可 缺少 的 两 个 基本 要 素 . 

轨迹 问题 根据 结论 部 分 叙述 是 否 完整 可 分 为 三 种 类 型 

第 工 类 ”命题 结论 中 明确 说 明了 轨迹 图 形 的 形状 ,位 置 和 大 小 ， 

第 [类 命题 结论 中 只 说 出 了 轨迹 图 形 的 形状 ,但 位 置 和 大 小 或 缺 ,或 叙述 
不 全 ， 

第 类 ”命题 结论 中 只 说 求 适合 某 条 件 的 轨迹 ,对 轨迹 图 形 的 形状 .位 置 和 
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大 小 没有 直接 提供 任何 信息 . 

第 了 .T 类 命题 常 为 轨迹 定理 ,第 焉 类 命题 一 般 称 为 轨迹 问题 

有 些 轨迹 命题 比较 复杂 ,还 要 用 到 一 些 最 常见 最 基本 的 轨迹 命题 作为 推 求 
的 基础 .我 们 把 一 些 最 常见 最 基本 的 轨迹 命题 作为 轨迹 基本 和 定理 ,列举 如 下 : 

定理 1 和 一 个 定点 的 距离 等 于 定 长 的 点 的 轨迹 是 以 定点 为 圆心 , 定 长 为 
半径 的 圆 . 

定理 2 和 两 个 定点 的 距离 相等 的 点 的 轨迹 是 连结 这 两 个 定点 的 线段 的 中 
垂 线 ， 

定理 3 和 一 条 已 知 直 线 的 距离 等 于 定 长 的 点 的 轨迹 ,是 平行 于 已 知 直线 
且 位 于 此 直线 两 侧 并 和 这 直线 的 距离 等 于 定 长 的 两 条 平行 线 . 

定理 4 与 两 条 平行 线 距离 相等 的 点 的 轨迹 ,是 和 这 两 条 平行 线 距离 相等 
的 一 条 平行 线 . 

定理 $ 与 相交 两 直线 距离 相等 的 点 的 轨迹 ,是 分 别 平分 两 已 知 直 线 交 角 
的 互相 垂直 的 两 条 直线 . 

定理 6 对 已 知 线段 的 视角 等 于 定 角 a(0 过 a 过 180°) 的 点 的 轨迹 ,是 以 已 知 
线段 为 弦 , 所 含 圆周 角 等 于 a 的 两 段 弓 形 弧 . 

推论 ”对 已 知 线段 的 视角 为 直角 的 点 的 轨迹 ,是 以 已 知 线段 为 直径 的 一 
个 圆 . 
以 上 列 出 的 是 平面 几何 中 的 基本 轨迹 定理 ,对 于 空间 中 基本 轨迹 定理 ,可 将 
上 述 定 理 1 至 定理 5 中 的 “ 圆 ? 改 为 " 球 ”, 恰 当地 将 “直线 ? 改 为 “平面 "条 ?” 改 为 
“个 " 即 得 5 条 定理 ,分 别 为 : 

定理 7 和 一 个 定点 的 距离 等 于 定 长 的 点 的 轨迹 是 以 定点 为 球 心 , 定 长 为 
半径 的 球 . 

定理 8 和 两 条 定 平行 线 距离 相等 的 点 的 轨迹 是 这 两 平行 直线 公 垂 线段 的 
中 垂 面 . 

定理 9 和 两 条 定 相 交 直 线 距 离 相等 的 点 的 轨迹 ,是 通过 这 两 条 直线 所 成 
角 的 平分 线 . 且 与 已 知 两 直线 所 在 平面 垂直 的 两 相交 平面 . 

定理 10 和 一 条 定 直线 的 距离 等 于 定 长 的 点 轨迹 是 以 这 条 定 直 线 为 轴 , 半 
径 等 于 定 长 的 一 个 圆柱 面 . 

定理 11 和 一 条 和 定 线 段 的 两 端 连 线 所 张 的 角 等 于 直角 的 点 轨迹 ,是 以 这 条 
定 线段 为 直径 的 一 个 球面 . 

下 面 讨论 轨 迹 的 求解 : 

第 [ 类 型 的 轨迹 题 ,是 结论 指明 了 轨迹 图 形 的 形状 ,位 置 和 大 小 的 问题 . 因 
此 ,只 要 给 予 证 明 即 可 ,这 类 问题 的 求解 的 步骤 为 : 写 出 已 知 与 求证 ,证 明 完备 性 
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与 纯粹 性 ,作出 结论 . 

例 1 动 梯形 EFGH 的 一 底 EF 的 两 端 分 别 固 定 在 八 ABC 的 两 边 AB ,AC 
上 ,EF// BC, 另 一 底 GH 的 端点 分 别 在 AC,AB 上 滑动 ,求证 :GH 的 中 点 PP 的 
轨迹 是 人 ABC 的 中 线 AD. 

证 明 (1) 完备 性 : 设 P 为 动 梯形 EFGH 一 底 GH 的 中 点 ,连结 AP 交 BC 
于 DD, 由 GH//EF/ BC, 有 HP: BD= PG : DC, 故 BD=DC, 即 P 点 在 中 线 
AD 上 (如 图 5 - 19). 

(2) 纯粹 性 : 设 已 为 AABC 的 中 线 AD 上 的 
任 一 点 ,过 P' 作 HG’/EF 交 AB,AC 于 H’,G’， 
由 万 PP :BD=PG : DC 知 ,HP’==PG’, 则 P 
符合 条 件 . 

综合 (1)、(2),P 点 的 轨迹 是 八 ABC 的 中 线 
AD(A 点 以 及 AD 与 EF 的 交点 M 除外 )， 

注 上 例 的 纯粹 性 证 明 中 ,P 点 不 能 取 A4 点 
或 M 点 , 这 是 因为 当 P' 与 A 重合 时 ,梯形 EF- 
GH 已 退化 为 人 AEF; 同 样 , 当 P' 与 M 重合 时 , 梯 
形 EFGH 退化 为 一 线段 EF. 由 此 可 见 ,A,M 是 
动 梯形 FGH 一 底 GH 的 中 点 极限 位 置 , 它 们 本 身 不 符合 轨迹 条 件 , 但 在 它们 
任意 小 的 邻 域内 都 有 符合 条 件 的 点 ,我 们 把 这 种 点 叫做 轨迹 的 极限 点 . 其 中 A 
本 AM 又 有 所 不 同 , 它 处 于 轨迹 的 边界 位 置 ,这 种 处 于 边界 位 置 的 极限 点 叫做 轨 
迹 的 临界 点 . DD 点 也 处 于 边界 位 置 ,但 它 本 身 却 符合 条 件 ,这 种 处 于 边界 位 置 的 
符合 条 件 的 点 称 为 终止 点 .极限 点 .临界 点 .终止 点 常常 能 够 反映 轨迹 图 形 的 位 
置 或 形状 ,虽然 极限 点 .临界 点 不 是 轨迹 上 的 点 ,但 由 于 它们 对 轨迹 的 探求 有 一 
定 的 作用 . 如 一 一 排除 将 使 叙述 增添 许多 麻烦 ,同时 也 使 轨迹 图 形 发 生 中 断 现 
象 . 因此 ,不 妨 把 它们 也 列 人 轨迹 之 中 ,或 者 在 最 后 结论 中 加 以 说 明 . 

第 下 类 型 的 轨迹 题 ,结论 只 给 出 轨迹 形状 ,而 位 置 大 小 或 缺 ,或 叙述 不 全 , 因 
而 需 进 一 步 探求 . 完全 确定 轨迹 的 位 置 . 大 小 应 是 首先 要 进行 的 工作 、 整 个 求解 
过 程 包括 写 已 知 与 求证 ,探求 .证 明 完 备 性 与 纯粹 性 ,讨论 等 步骤 . 

第 上 类 型 的 轨迹 题 ,是 以 问题 形式 出 现 , 题 中 没有 叙述 轨迹 的 形状 ,位 置 和 
大 小 ,这 些 均 须 探求 ,有 时 探求 还 是 比较 艰难 的 . 虽然 如 此 ,但 一 经 确定 轨迹 之 
后 ,往往 证 明 的 方法 就 附带 解决 了 .求解 步骤 与 本 类 轨迹 题 相 同 . 

轨迹 的 探求 ,一般 有 解析 法 和 综合 法 ,在 综合 法 中 , 常 采 用 描 迹 法 、 几 何 变 换 
法 .条 件 代 换 法 等 方法 . ( 例 略 ) 这 可 见 中 学 课本 中 的 例 . 

2. 尺 规 作 图 
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在 传统 的 几何 作 图 中 , 尺 规 作 图 是 指 用 没有 刻度 的 直 尺 和 圆规 两 件 工 具 , 并 
用 有 限 次 步骤 作出 合乎 预先 约定 条 件 的 图 形 , 有 时 也 叫 欧 几 里 得 作 图 . 

所 请 完 成 了 一 个 尺 规 作 图 ,就 是 说 能 把 问题 归结 为 有 限 次 的 如 下 几 个 认可 
的 简单 作 图 : 

(1) 通过 两 个 已 知 点 可 作 一 条 直线 ; 

(2) 已 知 圆心 和 半径 可 作 一 个 圆 ; 

(3) 者 两 已 知 直线 相交 ,或 一 已 知 直线 和 一 已 知 圆 ( 或 圆 弧 ) 相 交 , 或 两 已 知 
圆 相 交 , 则 可 作出 其 交点 . 

并 且 约 定 ,在 已 知 直 线 上 或 直线 外 , 均 可 取 不 附加 任何 特殊 性 质 的 点 . 

上 面 三 条 叫做 作 图 公法 ,是 尺 规 作 图 的 理论 依据 . 若 一 个 作 图 不 能 有 限 次 根 
据 公 法 作出 图 形 , 则 叫做 几何 作 图 (或 尺 规 作 用 ) 不 能 问题 .数学 史上 的 “化 圆 为 
方 "，“ 倍 立方 体 ”“ 三 等 分 任意 角 ” 就 是 尺 规 作 图 不 能 问题 . 这 已 在 高 等 代数 课程 
中 论述 过 . 

我 们 把 根据 作 图 公法 或 一 些 已 经 解决 的 作 图 题 而 完成 的 作 图 ,叫做 作 图 成 
法 ,和 它 可 以 在 以 后 的 作 图 中 直接 应 用 . 下面 列 举 一 些 ， 

(1) 任意 延长 已 知 线段 . 

(2) 在 已 知 射线 上 目 端 点 起 截 一 线段 等 于 已 知 线段 . 

(3) 以 已 知 射线 为 一 边 ,在 指定 一 侧 作 角 等 于 已 知 角 ， 

(4) 已 知 三 边 , 或 两 边 及 夹 角 ,或 两 角 及 夹 边 作 三 角形 . 

(5) 已 知 一 直角 边 和 斜 边 , 作 直角 三 角形 . 

(6) 作 已 知 线段 的 中 点 . 

(7) 作 已 知 线段 的 垂直 平分 线 . 

(8) 作 已 知 角 的 平分 线 . 

(9) 过 已 知 直线 上 或 直线 外 一 已 知 点 , 作 此 直线 的 垂 线 . 

(10) 过 已 知 直 线 外 已 知 点 , 作 此 直线 的 平行 线 . 

(11) 已 知 边 长 作 正 方形 . 

(12) 以 定 线段 为 纺 , 已 知 角 为 圆周 角 , 作 弓 形 弧 . 

(13) 作 已 知 三 角形 的 外 接 圆 , 内 切 圆 , 旁 切 圆 . 

(14) 过 圆 上 或 圆 外 一 点 作 圆 的 切线 . 

(15) 作 两 已 知 圆 的 内 、 外 公 切 线 . 

(16) 作 已 知 圆 的 内 接 ( 外 切 ) 正 三 角形 、 正 方形 ,或 正六 边 形 . 

(17) 作 一 线段 ,使 之 等 于 两 已 知 线段 的 和 或 差 . 

(18) 作 一 线段 ,使 之 等 于 已 知 线段 的 售 或 n 等 分 . 

(19) 内 分 或 外 分 一 已 知 线段 ,它们 的 比 等 于 已 知 比 . 
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(20) 作 已 知 三 线段 a,b,c 的 第 四 比例 项 . 

(21) 作 已 知 两 线段 a,5 的 比例 中 项 . 

(22) 已 知 线段 a,6b 作 一 线段 为 z= 二 Va 十 所 ,或 作 一 线段 为 z= 二 Va 一 (a>>b). 

还 可 以 举 出 一 些 .〈 略 ) 

下 面 介绍 作 图 题 的 分 类 与 作 图 步骤 , 

根据 题 设 条 件 ( 满 足 无 矛盾 性 ,独立 性 、 存 在 性 ) 不 同 , 即 所 作 图 形 的 形状 、 位 
置 .大 小 的 要 求 不 同 . 一 般 作 图 题 可 分 为 定位 作 图 (在 指定 位 置 上 作 图 ) 与 活 位 
作 图 . 

解 作 图 题 的 步骤 一 般 分 为 : 写 出 已 知 ( 详 细 写 出 题 设 条 件 ,并 用 相应 符号 或 
图 形 表 示 ) ,与 求 作 ( 说 明 要 作 的 图 形 是 什么 ,以 及 该 图 形 应 具有 的 题 设 条 件 ), 进 
行 分 析 ( 寻 求 作 图 线索 ), 写 出 作法 . 证明, 并 进行 讨论 . 

常用 的 作 图 方法 有 交 轨 法 、 三 角形 莫 基 法 \ 变 换 法 .代数 法 等 . 变换 法 中 又 包 
含 变 位 法 ,位 似 法 、 反 演 法 等 . 

交 轨 法 :一些 作 图 题 , 常 归 结 为 确定 某 一 点 的 位 置 ,而 点 的 位 置 确定 ,一般 需 
要 两 个 条 件 ,于 是 可 以 分 别 作 出 只 符合 一 个 条 件 的 轨迹 , 则 这 两 个 轨迹 的 交点 即 
为 所 求 的 点 ,这 种 利用 轨迹 的 交点 来 解 作 图 题 的 方法 叫做 交 轨 法 . 

三 角形 奠基 法 :对 于 某 些 作 图 题 ,车 可 以 先 作 出 所 求 图 形 的 某 一 个 三 角形 ， 
便 竟 定 了 整个 图 形 的 基础 ,这 种 用 某 个 三 角形 为 基础 的 作 图 方法 叫做 三 角形 疯 

变 位 法 :把 图 形 中 某 些 元 素 施 行 适当 的 合同 变换 ,然后 借助 于 各 元 素 的 新 旧 
位 置 关系 发 现 作 图 的 方法 ,叫做 变 位 法 . 

位 似 法 : 作 图 时 , 贡 先 舍弃 图 形 的 大 小 、 位 置 条 件 ( 或 部 分 位 置 条 件 ) ,作出 满 
足 形状 要 求 的 图 形 下 ,然后 选择 适当 的 位 似 中 心 和 位 似 比 ,作出 符合 大 小 要 求 
(或 位 置 要 求 ) ,并 与 下 位 似 的 图 形 ,这 种 利用 位 似 变 换 性 质 解 作 图 题 的 方法 , 叫 
做 位 似 法 . 

反 演 法 :对 于 与 加 有 关 的 一 类 作 图 题 ,可 以 利用 反 演 变换 的 性 质 来 解 作 图 题 
的 方法 ,叫做 反 演 法 . 

代数 法 ;有 些 作 图 题 常 归结 为 求 作 一 条 线段 ,而 这 未 知 线段 的 量 可 以 用 一 些 
已 知 线段 的 代数 式 来 表示 ,于 是 根据 这 个 代数 式 先 作 出 所 求 线段 ,然后 再 完成 整 
个 图 形 ,这 种 借助 于 代数 运算 来 解 作 图 题 的 方法 叫做 代数 分 析 法 ,简称 代数 法 . 

用 代数 法 作 图 的 关键 在 于 寻找 能 用 已 知 量 的 代数 式 来 表示 所 求 作 的 线段 ， 
根据 作 图 公法 和 作 图 成 法 我 们 有 下 列 结论 ， 

结论 1 含 已 知 线段 a ,a;,…,a, 的 一 次 齐 次 式 F(al ,as，… ,a,), 若 其 中 仅 
含有 限 次 加 , 减 、 乘 \ 除 、 开 平方 五 种 运算 ,并 且 下 在 定义 域 中 能 取 实 值 , 则 此 值 
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对 应 的 线段 可 用 尺 规 作 图 . 

结论 2 设 A.B,C 分 别 是 仅 含 有 限 次 加 、 减 、 乘 、 除 、 开 平方 运算 的 零 次 齐 
次 式 , 一 次 齐 式 , 二 次 齐 次 式 , 即 可 以 用 尺 规 作出 方程 Ax’ 十 Bz 十 C==0 的 实 根 . 

例 2 求 作 一 圆 , 使 通过 两 定点 4,B 并 切 于 已 知 直线 /， 

分 析 ” 设 问 题 已 解 , 求 作 圆 切 直 线 ! 于 本 , 阁 能 确定 工 点 的 位 置 ,那么 通过 
A,B.T 的 加 就 是 所 求 的 了 . 

假设 直线 AB 和 相交 于 一 点 O, 那 么 z+ 二 OT 满足 关系 xz: 一 OA。OB, 即 x 
是 线段 OA 和 OB 的 比例 中 项 . 若 直线 AB 与 /1 不 相交 , 则 AB 的 中 垂 线 与 / 
相交 . 

作法 ” 硅 连 AB 交 ! 于 O, 则 作 OA 和 OB 的 比例 中 项 ,在 1 上 定 T 了 点 使 OT 
等 于 这 比例 中 项 ,过 A,B,T 所 作 的 圆 为 所 求 . 车 AB 所 在 直线 与 1 不 相交 , 则 作 
AB 中 与 线 与 ! 相交 于 了 ,过 4,B, 工 所 作 的 圆 为 所 求 ， 

证 明 奉 连 4B 与 ! 交 于 O 〇 ,由 作法 OA :0OT=OT : OB, 于 是 人 OAT 和 
和 AO7 有 一 和 角 相 等 且 夹 边 成 比例 ,这 两 三 角形 相似 ,从 而 ABT= ~OBT = 
了 OTA, 故 推出 OT 切 于 圆 , 若 连 AB 与 /不 相交 时 , 作 的 圆 显 然 与 ! 相 切 . 

讨论 当 直 线 AB 与 1 相交 于 一 点 且 A,B 在 ! 同 侧 时 ,有 二 解 ;4.B 在 / 昼 
侧 时 无 解 . 当 AB//i1 或 AB 之 一 在 上 时 ,有 一 解 , 当 A、B 都 在 : 上 时 无 解 . 

例 3 试用 作 图 的 方法 ,说 明 两 个 三 角形 ,只 有 两 边 一 和 角 相 等 ,不 能 推 得 两 
三 角形 全 等 .但 对 该 角 为 钝 角 , 这 是 对 的 ， 

这 只 要 直接 作 图 使 知 . 设 a, 人 人 B 和 c 为 已 知 , 则 图 5 -20 表明 ,还 可 能 有 ,a， 
人 B.e 的 解 .但 在 图 5-21 中 , 则 只 有 一 解 . 
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1. 已 知 两 边 的 积 、 夹 角 的 大 小 ,第 三 边 的 长 , 求 作 三 角形 . 
2. 在 定 贺 内 求 作 内 接 正 十 边 形 . 
3， 给 定 五 边 形 各 边 中 点 , 求 作 此 五 边 形 . 
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古 希 腊 的 数学 以 几何 学 为 中 心 . 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》, 可 以 说 集 古 希 腊 几 
何 学 之 大 成 ,也 可 以 说 是 占 希 腊 整 个 数学 的 总 结 . 文艺 复兴 之 后 ,代数 登 党 入室， 
笛 卡 儿 借 用 代数 方法 创立 了 坐标 几何 ,并 以 微 积 分 的 辉煌 成 就 取代 几何 学 成 为 
数学 的 中 心 . 进入 20 世纪 下 半 叶 ,计算 机 出 现 了 . 信息 时 代 的 一 切 都 在 数字 化 ， 
人 类 对 几何 学 的 认识 发 生 了 变化 . 一 方面 “几何 学 万 岁 ” 的 口号 ,显示 了 人 们 对 
几何 学 的 热爱 和 重视 . 另 一 方面 ,几何 学 进一步 代数 化 . 学 校 中 欧 氏 几何 教学 内 
容 被 一 再 缩减 . 于 是 ,几何 教学 成 为 当代 教育 改革 的 一 个 核心 课题 . 本 章 综述 中 
学 平面 几何 与 平面 解析 几何 教学 的 有 关 问 题 . 立体 几何 的 教学 在 第 七 章 论述 . 
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一 直到 19 世纪 中 叶 , 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 始 终 是 中 学 里 的 主要 教材 . 大 
数学 家 庞 加 莱 (HH，Poincare,1854 一 1912) 曾 经 描写 过 当时 的 几何 教学 ， 

教室 里 J 先生 对 学 生 说 “圆周 是 一 点 到 同一 平面 上 等 距离 点 的 轨迹 , ”学 生 
们 抄 在 笔记 本 上 ,可 是 谁 也 不 明白 圆周 是 什么 . 于 是 先生 拿 粉笔 在 黑板 上 画 了 一 
个 图 ,学 生 们 立刻 欢呼 起 来 “ 呵 ! 圆周 就 是 圆 呵 ,知道 了 . ” 庞 加 莱 指 责 这 样 的 数 
学 教育 到 处 都 有 . 

1900 年 ,英国 培 利 (Perry,1850 一 1920) 发动 了 数学 教育 改革 运动 ,矛头 指 
同 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》. 培 利 说 ;:“ 我 们 再 也 没有 欧 几 里 得 时 代 那 样 多 的 空闲 
时 间 了 >”. 

此 后 ,中 学 里 的 几何 课本 ,都 根据 人 《几何 原本 》 的 思想 重新 编写 ,比较 容易 懂 . 
例如 ,1919 年 五 四 运动 之 后 ,在 中 国 比较 通行 的 有 《三 S 平面 几何 兴 温 德 华氏 平 
面 几 何 》 等 等 . 

20 志 纪 60 年 代 , 法 国 布尔 巴 基 学 派 的 元 老 , “新 数 ” 运 动 的 精神 领袖 、 著 名 
数学 家 狄 多 内 (J，Dieudonne,1906 一 1992) 发 出 了 “ 逐 窜 令 ”, 提 出 了 “ 欧 几 里 得 
深 贷 (Euclid must go!1)” 的 口号 (1959). 与 此 同时 ,东方 的 中 国 也 出 现 “ 打 倒 欧 家 
店 ” 的 提 法 ,以 此 作为 数学 教育 改革 的 目标 之 一 (1960). 

数学 教育 的 每 一 场 改 革 风 暴 为 什么 都 从 欧 氏 几何 开始 呢 ? 

请 看 狄 多 内 的 看 法 . 他 认为 “ 欧 几 里 得 几何 是 以 落后 于 时 代 的 方法 和 思维 方 
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式 所 堆砌 的 一 雁 遗 物 ” “对 现代 的 数学 工作 者 来 说 ,只 不 过 像 供 消 遗 的 幻 方 和 国 
际 象 模 一样 2. 因此 ,他 认为 “作为 一 门 科学 来 说 , 欧 几 里 得 几何 已 经 死 了 ”. 

犹 多 内 的 同胞 ,数学 最 高 奖 一 一 菲 尔 效 奖 获 得 者 托 姆 (R. Tome) 对 “新 数 
学 "运动 一 直 持 反对 态度 . 他 在 4“ 新 数 ” 是 教育 和 哲学 上 的 错误 吗 ?》( 刊 于 《科学 
美国 人 》59 卷 ,1971) 指 出 : 

en 也 必须 包含 一 些 并 不 实用 的 ,不 计 回 报 的 部 分 ， 
否则 无 法 完成 训练 任务 .…… 一 个 只 包含 “有 用 ”成 分 的 学 习 课 程 里 ,无 法 唤起 
个 人 的 积极 进取 精神 .……… 几时 得 几 人 向 晤 家 涉及 对 加 而 部分 的 观 ,ah 它 没 
有 功利 性 的 回报 , 却 最 富有 意义 .” 

1980 年 ,新 数学 运动 宜 布 失败 ,提出 的 新 口号 是 “ 回 到 基础 ”. 美国 的 一 项 报 
告 , 典 型 地 表现 了 人 们 对 取消 几何 的 焦虑 . 

“在 美国 全 体 中 学 生 里 ,47% 不 学 几何 ,6% 虽 然 学 几何 但 中 途 退 出 ,7% 学 
“不 加 证 明 的 几何 (学 证 明 但 根本 不 会 证 明 ). 9? % 只 会 一般 的 证 明 7% 必得 中 和 
水 平 的 成 功 ,13% 能 顺利 地 完成 证 明 ”(Usiskin,1982). 

“ 欧 几 里 得 从 学 校 里 消失 了 1 在 一 次 调查 中 ,初中 一 年 级 和 二 年 级 学 生 都 不 
知道 欧 几 里 得 . 82 名 初 三 学 生 只 有 一 个 人 说 得 出 欧 几 里 得 的 事情 . 要 知道 ,数学 
课本 中 有 一 页 介绍 ,他 们 本 来 应 该 知道 的 . ”( 日 本 , 横 地 清 ,1988). 

“在 新 数学 运动 之 后 ,几何 已 经 呈现 衰退 趋势 ,此 后 讲授 的 几何 就 更 少 了 
定理 的 证 明 不 得 作为 要 求 .…… 回 到 基础 的 运动 并 没有 使 得 取消 过 的 几何 得 以 
恢复 . ”新加坡 , 李 秉 整 等 ,1986). 

几何 教学 为 什么 会 落 到 这 步 田 地 ? 原因 在 于 社会 环境 对 几何 教学 是 不 利 
的 . 第 一 ,中 学 数学 受 大 学 数学 影响 . 分 析 和 代数 在 大 学 课程 中 占 主 要 地 位 ,而 几 
何 谍 很 少 , 第 二 ,企业 和 商业 越 来 越 依 赖 于 统计 .运筹 学 和 数值 分 析 . 要 适合 中 学 
生 就 业 需 要 ,就 得 多 教 些 统计 ,这 挤 掉 了 几何 课程 . 第 三 ,最 大 的 威胁 来 自 计算 机 
科学 . 离散 数学 .算法 的 新 要 求 使 得 课程 设计 者 不 得 不 削减 几何 方面 的 要 求 . 计 
算 机 只 “ 懂 ” 代 数 不 “ 懂 ”几何 更 促使 几何 的 代数 化 . 形势 不 利于 欧 几 里 得 几何 的 
恢复 ,更 不 要 说 发 展 了 . 

当今 几何 学 的 现状 是 将 托 姆 和 狄 多 内 两 种 极端 观点 进行 折 中 . 例如 采取 直 
观 几 何 , 度 量 几 何 ,到 论证 几何 的 三 步 曲 ,将 原来 欧 氏 几何 的 内 容 加 以 分 割 ,进行 
螺旋 式 组 合 . 尽管 这 远 非 昔日 的 “ 欧 氏 演绎 体系 ”, 但 还 是 相对 集中 地 保留 了 欧 氏 
几何 的 某 些 内 容 . 

万 一 种 处 理 方法 是 变换 几何 . 过 去 人 们 总 习惯 把 变换 几何 与 欧 氏 几何 对 立 
起 来 . 现在 已 找到 一 种 两 全 其 美的 方案 .“ 对 顶 角 相等 ”"、“ 平 行 线 的 同位 角 相 等 ” 
等 都 可 以 用 图 形 旋转 和 平移 的 方法 加 以 论证 . 勾 股 定理 也 基于 对 称 和 投影 变换 
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来 得 出 ( 见 本 节 附 录 ). 此 外 ,向 量 几 何 的 发 展 ,使 原来 的 坐标 式 的 解析 几何 获得 
了 新 的 面貌 . 这 符合 代数 化 的 趋势 ， 


附录 用 投影 法 证 明 勾 股 定 理 


(1985 年 法 国 国民 教育 部 数学 教育 委员 会 执行 主席 马 带 内 (Martinet) 访 华 
讲演 时 提 到 ) 

命题 如 图 6-1, 已 知 锐角 O, 从 一 边 上 任何 点 已 向 另 一 边 作 投影 , 垂 足 为 
Q,OQ=ac. OP,0<a<1. 则 从 另 一 边 上 任何 点 已 向 该 边 作 投影 ( 垂 足 为 Q ) , 必 
将 有 

OP 一 w。OQ 

证 明 ” 先 用 相似 三 角形 定义 解决 点 PP 的 任意 性 问题 , 即 a 不 因 点 PP 的 不 同 
而 改变 ,然后 将 角 O 作 角 平分 线 . 用 对 称 观 点 说 明 P 可 变 为 P,Q 可 变 为 Q', 因 
而 a 不 变 . 

现在 证 明 勾 股 定理 ,如 图 6 - 2. 


图 6-2 


由 命题 ,在 角 A 中 ,AC==aAB,AD==aAC, 故 AD==a:AB. 在 角 B 中 ,BC= 
84B,DB=B8BC, 故 DB= 8B’AB. 

但 AB=AD+DB=aAB 二 BAB== (gw 十 8:)AB, 故 a: 十 8:==1. 于 是 从 
AC: 一 oAB: ,BC: 一 82AB: 立 知 AC: 十 BC:= (a 十 8:)AB’ 二 AB’. 证 毕 . 

(此 证 法 运用 投影 .对称 等 动态 观点 处 理 直 角 二 角形 的 各 边关 系 ,别具一格 ) 
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1607 年 , 明 末 的 徐光启 与 利 玛 塞 合作 翻译 了 《几何 原本 》, 将 拉丁 文 的 
Geometria 的 "Geo 音译 为 "几何 ”一 真 沿用 至 今 . 但 是 ,这 部 著作 并 没有 引起 当 
时 知识 界 的 重视 . 真正 将 几何 学 作为 中 小 学 课程 的 内 容 , 是 在 辛亥 革命 之 后 , 特 
别 是 1919 年 的 五 四 运动 之 后 . 

1949 年 以 前 ,几何 教学 的 分 量 很 重 . 平面 几何 的 论证 要 求 很 高 ,习题 相当 


110 第 六 章 ”中 学 几何 教学 综述 


难 . 例如 , 九 点 圆 、 西 摩 松 线 之 类 的 问题 ,会 出 现在 初中 毕业 考试 中 ,学 生 不 得 不 
记 住 这 些 证 明 . 

20 世纪 50 年 代 , 中 国 全 面 学 习 苏 联 . 平面 几何 教材 苏联 化 ,主要 采用 吉 西 
略 夫 编写 的 《几何 ;教材 的 体系 . 先是 翻译 ,后 来 加 以 改写 ,体系 未 变 . 苏联 教材 着 
重 “ 销 数 " 思 想 , 对 几何 学 的 公理 化 体系 十 分 重视 ,论证 也 非常 严密 ,但 是 总 体内 
容 减 少 了 ,诸如 九 点 圆 之 类 的 问题 不 再 出 现在 教材 之 中 ,例题 和 练习 题 的 难度 也 
不 高 . 这 是 一 个 明显 的 进步 . 

文 单 十 年 ,几何 学 被 “ 划 线 "“ 度 量 ” 等 实用 性 内 容 所 取代 . 1976 年 之 后 , 迅 
速 恢 复 到 20 世纪 60 年 代 的 水 平 . 整个 20 世纪 80 年 代 的 几何 教学 ,并 没有 太 大 
的 变化 . 

1990 年 使 用 的 数学 教学 大 纲 ,平面 几何 的 内 容 共 有 198 课时 . 其 中 初中 二 
年 级 102 课时 ,每 周 3 课时 ; 初 三 96 课时 ,也 是 每 周 3 课时 . 内容 仍然 中 规 中 和 矩 ， 
其 中 有 平行 公理 , 尺 规 作 图 ,平行 线 分 线段 成 比例 定理 ,线段 的 内 、 外 分 点 ,三 角 
形 的 内 心 外 心 , 两 圆 的 公 切 线 , 相 交 弦 定理 ,切割 线 定理 ,四 种 命题 , 反 证 法 ,轨迹 
等 典型 的 欧 氏 几何 特征 . 

到 了 1992 年 ,平行 公理 淡化 了 ,在 大 纲 中 没有 出 现 .轨迹 、 反 证 法 、 芒 切 角 定 
理 .切割 线 定 理 等 都 打上 了 星 号 . 尺 规 作 图 改 成 了 基本 作 图. 此 后 ,几何 内 容 逐 渐 
减少 .到 了 2000 年 ,由 于 实行 5 天 工作 制 ,学 校 的 课时 大 幅度 缩减 ,人 民 教 育 出 
版 社 出 版 的 数学 教学 大 纲 中 ,平面 几何 的 内 容 和 要 求 进一步 降低 . 但 是 ,仍然 保 
留 了 原 有 的 论证 几何 的 体系 . 

20 世纪 80 年 代 末 ,上 海 开 始 进行 地 方 性 的 课程 改革 . 其 中 数学 课程 中 的 平 
面 几何 部 分 ,实行 “实验 几何 ”与 “论证 几何 ”的 两 个 循环 . 初中 二 年 级 , 先 通过 观 
察 、 操 作 获 得 几何 知识 ,然后 在 初 三 进行 严格 论证 . 论证 的 要 求 自然 有 所 降低 . 但 
是 ,论证 几何 的 总 体 要 求 没有 改变 . 

可 以 说 ,直到 2000 年 ,中 国 仍 是 平面 几何 教学 水 平 最 高 的 国家 之 一 . 就 在 这 
一 年 ,国家 启动 新 一 轮 的 课程 改革 . 数学 课程 首当其冲 . 2001 年 7 月 率先 推出 
《 九 年 义务 教育 数学 课程 标准 (实验 稿 )》, 并 且 立 即 在 一 些 实验 区 使 用 ,以 后 迅速 
推广 . 到 了 2004 年 ,使 用 数学 新 编 教 材 的 实验 区 已 经 覆盖 了 全 国 90% 以 上 的 县 . 

2005 年 初 ,开始 了 一 场 大 规模 的 争论 ,核心 正 是 关于 平面 几何 的 处 理 . 

《 九 年 义务 教育 数学 课程 标准 (实验 稿 )》( 以 下 简称 “新 课 标 ”) 对 几何 的 处 理 
意见 是 : 

e 国家 实行 九 年 义务 教育 制度 ,以 前 精英 教育 采用 的 几何 体系 应 该 彻底 改 

单 .重点 是 丰富 对 空间 图 形 的 认识 和 感受 ,不 再 从 整体 上 维持 平面 几何 
的 演绎 体系 . 
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e 据 调 查 , 多 数 初中 学 生 不 能 够 理解 “公理 化 ”的 几何 思想 . 几何 学 必须 贴 
近 学 生 的 日 常生 活 实际 . 
e 注重 学 生 经 历 观 察 ,操作 、 推 理 、 想 像 等 探索 过 程 . 欣赏 并 体验 变换 在 现 
实生 活 中 的 广泛 应 用 . 尽量 使 用 * 量 一 量 , 做 一 做 ?等 操作 性 的 活动 . 例 
如 ,三 角形 内 角 和 为 180 度 , 是 通过 量 、 拼 等 方法 得 到 的 . 
e 注重 对 证 明 本 身 的 理解 ,而 不 追求 证 明 的 数量 和 技巧 . 新 课 标 规定 只 证 
明 8 个 命题 ,而且 练 习 和 考试 与 证 明 有 关 的 题目 难度 ,要 和 这 8 个 命题 
的 论证 难度 相当 . 
“新 课 标 ”发 表 以 后 ,立即 编写 教科 书 , 迅 速 推广 .推广 过 程 中 , 据 教 育 部 有 关 
的 资料 ,受到 大 多 数 数学 教师 的 欢迎 . 到 2005 年 已 经 覆盖 90% 的 县 市 . 在 此 期 
间 , 有 许多 先 成 的 意见 ,也 有 许多 批评 的 意见 .中国 数学 会 教育 工作 委员 会 ,在 
2005 年 2 月 23 日 举行 扩大 会 议 ,对 《9 年 义务 教育 数学 课程 标准 》 提 出 了 许多 批 
评 意 见 2. 大 多 数 发 言 都 批评 了 “新 课 标 ”对 平面 几何 的 处 理 . 归纳 起 来 ,有 以 下 
几 点 : 
e 基础 数学 是 人 类 文明 中 的 核心 部 分 . 中 学 数学 教育 应 该 担负 起 理性 文 
明 .科学 局 蒙 的 使 命 . 现在 ,取消 平面 几何 的 体系 ,降低 中 学 数学 教育 的 
水 准 , 和 我 国教 育 发 展 方向 背道而驰 . 
e 数学 贴近 生活 不 能 过 头 . 几何 学 很 多 问题 是 理性 思维 的 问题 ,并 不 和 生 
活 有 多 大 联系 . 
e 新 课 标 忽视 演绎 推理 ,把 证 明 都 改 成 说 理 . 例如 ,三 角形 内 角 和 180 度 ， 
不 能 量 一 量 就 算得 到 真理 . 老 是 量 , 就 倒退 到 尼罗河 时 代 去 了 . 
e 培养 理性 思维 需要 载体 ,几何 是 最 好 的 载体 . 新 课 标 说 要 讲 什么 是 证 明 ， 
却 只 能 讲 8 个 命题 .但 是 培养 几何 的 推理 能 力 需 要 学 生 “ 做 ”推理 . 光 讲 
什么 是 命题 ,什么 是 推理 ,什么 是 证 明 , 学 生 是 学 不 会 的 . 
e 几何 学 是 一 个 体系 , 支 解 成 一 段 段 的 知识 是 不 行 的 . 减轻 负担 要 精 中 求 
简 ,不 能 随意 砍 掉 . 
关于 平面 几何 教学 的 争论 还 在 继续 之 中 . 真理 越 辩 越 明 ,争论 有 利 改革 . 数 
学 教学 的 改革 需要 稳步 进行 . 
那么 ,中 国学 生 能 不 能 学 会 平面 几何 呢 ? 这 里 ,让 我 们 引用 1997 年 发 表 的 
一 次 调查 的 结果 ， 


@ 李 大 潜 . 对 中 学 数学 教育 的 一 些 意见 《数学 教学 ?2003 年 第 一 期 
@ 《数学 通报 》2005 年 特刊 
全 谢 安 邦 . 谈 松 华 ,全 国 义 务 教育 学 生 质 量 调查 与 研究 . 上 海 :华东 师范 大 学 出 版 社 ,1997:238 
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“代数 得 分 率 高 于 几何 得 分 率 , 且 差异 显著 (1 二 16. 60,p 过 0.01)., 但 一 个 有 
趣 的 现象 是 几何 满分 人 数 (2003 人 ) 反 而 比 代数 满分 人 数 (1424 人 ) 多 . 

学 生 的 代数 成 绩 比 几何 成 绩 高 . 解答 题 上 学 生 代 数 和 几何 的 得 分 率 几 乎 是 
一 样 的 ,但 在 基本 题 的 得 分 率 上 两 者 却 有 很 大 差异 ,代数 成 绩 比 几何 成 绩 好 . 其 
原因 在 于 学 生 解 答 几 何 基本 题 上 表现 较 差 ,而 对 代数 基本 知识 和 基本 技能 的 掌 
提 较 好 ” 

这 一 结论 表明 ,对 初中 学 生来 说 ,首先 是 几何 比 代数 难 学 ,许多 学 生 连 基本 
是 也 做 不 好 ;其 次 是 “两 极 分 化 ”, 优 秀 学 生育 欢 几 何 ,几何 满分 的 人 数 比 代数 满 
分 的 人 数 多 . 

看 来 ,几何 对 许多 学 生来 说 的 确 很 难 , 应 当 减 轻 他 们 的 负担 .但 是 许多 优秀 
学 生 能 够 学 会 几何 ,而 且 学 得 不 错 . 因此 ,不 同 的 人 学 习 不 同 的 几何 , 慌 怕 是 我 们 
应 当做 的 事 . 


第 三 节 平面 几何 教学 与 理性 思维 能 力 的 培养 


半 个 世纪 以 来 ,中 国 的 平面 几何 教学 积累 许多 成 功 的 经 验 , 可 以 说 是 中 国 现 
代 教 育 的 宝贵 财富 之 一 . 


一 、 关 于 平面 几何 人 门 教学 


平面 几何 是 中 学 生 从 直观 、 操 作 性 数学 学 习 转 向 理性 思维 、 演 绎 推理 .证 明 
人 性 学 习 的 关节 点 .因此 ,注意 人 门 教学 ,帮助 学 生 顺 利 地 完成 这 一 过 渡 ,就 显得 十 
分 重要 . 

自 先 要 引导 学 生 突 破 概念 关 . 在 平面 几何 开始 部 分 中 有 20 多 个 重要 概念 ， 
需要 从 直观 出 发 ,形成 抽象 的 认识 . 特别 是 要 求 将 这 些 概念 从 自然 语言 , 转 到 严 
格 的 数学 语言 加 以 表述 . 例如 , 角 的 概念 ,人 们 早已 建立 . 但 是 ,作为 数学 的 表述 ， 
就 比较 严密 ,而 且 还 有 动态 和 静态 的 两 种 定义 . 此 外 直线 .线段 .射线 三 个 概念 之 
间 , 既 有 区 别 也 有 联系 .需要 注意 辨别 . 

其 次 ,要 注意 引导 学 生 罕 破 几何 语言 关 . 几何 语言 比较 规范 .严谨 , 按 其 叙述 
方法 又 可 分 为 文字 语言 和 符号 语言 , 按 用 途 可 分 为 描述 性 语言 ,推理 语言 和 作 图 
请 言 . 对 于 文字 语言 ,教学 中 应 力求 生动 ,形象 .准确 . 通过 教 者 示范 ,强调 阅读 教 
材 ,通过 几何 图 形 以 及 反例 等 予以 强化 ,使 其 掌握 * 所 有 ”,“ 凡 ”,“ 延 长”"“ 连 接 ”、 
“截取 ”“ 对 应 ”“ 相 似 ”“ 相 等 ”"“ 在 … 之 上 ”等 述 语 的 用 法 . 符号 语言 是 推理 论 
证 的 基础 ,教学 中 要 引导 学 生 将 概念 符号 化 ,通过 范 句 .范式 养 成 使 用 的 规范 化 ， 
并 进行 文字 语言 和 符号 语言 互 释 、 互 译 的 练习 . 


PT 
Tr 
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第 三 ,要 注意 引导 学 生 突破 图 形 关 . 要 教会 学 生 具 体 的 画图 方法 与 技巧 . 适 
当地 画 出 几何 图 形 ,如 任意 三 角形 不 可 画 成 等 腰 三 角形 ,等 腰 三 角形 不 可 画 成 等 
边 三 角形 . 分 清 实 线 、 虚 线 的 用 法 ,更 重要 的 是 要 培养 学 生 具 有 一 定 的 看 图 \ 识 图 
能 力 .例如 ,在 图 形 中 能 分 清 有 几 个 角 , 有 多 少 个 三 角形 等 等 . 

第 四 ,培养 学 生 的 逻辑 推理 能 力 . 一 步 步 地 帮助 学 生 对 照 图 形 ,分清 已 知 条 
件 和 未 知 条 件 .正确 写 出 已 知 、 求 证 . 学 会 引用 定理 ,说 明理 由 . 分 清 命题 结构 , 掌 
所 一 定 的 书写 格式 . 在 寻求 思路 的 基础 上 ,运用 “三 段 论 ” 进 行 论证 . 学 会 添置 辅 
助 线 . 


一 、 在 简单 的 推理 证 明 中 ,加 强 理性 思维 的 重要 性 阐述 


几何 教学 的 目的 是 培养 理性 思维 精神 ,应 该 从 进行 简单 推理 时 就 不 断 地 孕 
育 .渗透 、 阑 述 . 学生 只 证 定理 做 题目 , 却 不 知道 为 什么 要 这 人 么 做 ,就 如 同 “ 猪 八 戒 
只 人参果 ”, 否 到 肚 里 还 不 知道 滋味 . 一 些 优秀 的 教师 就 能 够 注意 阐发 古 希腊 的 
理性 思维 的 伟大 精神 价值 . 几何 内 容 削 减 以 后 ,在 一 些 最 基本 的 推理 中 加 强 思维 
培养 ,是 可 取 的 一 种 方法 . 举例 如 下 . 

最 简单 的 几何 命题 是 “对 顶 角 相等 ”. 如 图 6 - 3, 两 条 直线 相交 ,那么 角 A 等 
于 和 角 B. 产生 的 问题 是 ,这 样 简单 的 问题 ,究竟 要 不 要 证 明 ? 

这 个 结果 一 眼 就 看 出 来 了 ! 这 还 要 证 明 吗 ? 那 不 是 自 找 麻烦 吗 ? 

在 世界 名 著 欧 几 里 得 编写 的 《几何 原本 》 中 ,“ 对 顶 c 
角 相 等 ”是 命题 15. 证 明 如 下 : A 十 人 LC 是 平角 ， 4 B 
一 有 十 一 C 也 是 平角 ,然后 根据 公理 3(“ 等 量 减 等 量 ， 

其 差 相 等 >, 所 以 一 A= 一 B. 

这 里 ,重要 的 价值 不 在 “对 顶 角 相等 ”的 命题 本 身 , 而 在 于 如 何 确定 一 个 结论 
的 真理 性 . 几何 学 是 人 类 不 凭 直观 和 实验 ,运用 逻辑 证 明 真 理 的 典范 . 

中 国 古 代数 学 没有 对 顶 角 相等 这 样 的 定理 , 古 希 腊 为 什么 会 有 ? 这 可 以 从 
文化 层面 进行 分 析 . 追求 真理 是 人 类 永远 的 目标 . 如 何 判 断 一 个 命题 是 真理 ,不 
同 的 人 ,在 不 同 的 文化 影响 下 ,会 有 不 同 的 答案 . 

古 希腊 是 奴隶 制 国 家 . 当时 希腊 的 雅典 城邦 实行 奴隶 主 民主 政治 . 由 男性 公 
民 组 成 的 民众 大 会 有 权 制 定 法 律 ,处 理财 产 .祭礼 .军事 等 问题 (注意 :广大 的 奴 
隶 .妇女 .外 来 人 不 能 享受 民主 权利 ). 奴隶 主 的 民主 政治 和 皇帝 君王 独裁 的 政 
治 , 是 有 所 区 别 的 . 古 希 腊 的 奴隶 主 民 主 政治 ,往往 需要 用 理由 说 服 对 方 , 于 是 学 
术 上 的 辩论 风气 较 浓 . 为 了 证 明 自 己 坚 持 的 是 真理 ,就 需要 证 明 . 于 是 , 古 希 腊 的 
学 术 , 不 仅 要 解决 真理 “是 什么 (What)2” 的 问题 ,还 要 回答 “为 什么 (Why)” 的 问 
题 “ 唯 理论 "的 学 术 风 气 很 盛 . 


图 6-3 
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中 国 在 春秋 战国 时 期 也 有 百家争鸣 的 学 术 风气 ,但 是 没有 实行 古 希 脂 统 治 
者 之 间 的 民主 政治 ,而 是 实行 君王 统治 制度 . 春秋 战国 时 期 的 百家争鸣 ,固然 是 
知识 分 子 自 由 表达 见解 的 黄金 年 代 . 但 是 ,其 核心 课题 是 帮助 君王 统治 臣民 、 管 
理 国家 . 在 这 样 的 环境 下 ,中 国 的 古代 数学 ,多 半 以 “管理 数学 "的 形式 出 现 , 目 的 
是 为 了 丈量 田亩 、 兴 修 水 利 .分 配 劳力 ,计算 税收 运输 粮食 等 国家 管理 的 实用 目 
标 . 理性 探讨 在 这 里 退 居 其 次 . 


、 精 中 求 简 ,保持 平面 几何 的 完整 体系 


中 学 里 平面 几何 的 公理 体系 ,当然 不 能 使 用 极端 严密 的 希 尔 伯 特 公理 体系 ， 
也 不 可 能 使 用 原始 的 欧 氏 几何 体系 . 公理 可 以 多 一 些 , 起 点 高 一 些 . 比如 ,三 角形 
全 等 的 判别 法 也 可 以 当 作 公理 来 陈述 . 几何 学 的 内 容 可 以 适当 减少 . 但是, 无论 
如 何 , 在 整体 上 应 该 保留 一 个 演绎 的 系统 .学 习 的 过 程 可 以 是 :直观 感知 一 操作 
确认 一 演绎 论证 一 代数 计算 . 结论 可 以 由 直观 和 实验 方法 进行 猜想 ,但 最 终 必须 
经 过 证 明 , 由 已 知 推出 未 知 . 推理 的 严密 程度 随 年 龄 而 增加 . 证 明 可 以 用 说 理 的 
方法 (如 使 用 图 形 运动 变换 的 语言 ), 也 可 以 用 三 段 论 的 逻辑 方法 . 这 在 我 国 已 经 
进行 了 多 年 的 实验 ,可 以 进一步 总 结 . 


四 、 分 清 几 何 的 基本 要 求 和 较 高 要 求 ,不 搞 一 妃 切 


由 于 时 代 的 进步 ,实行 5 天 工作 制 ,学 时 数 大 量 减少 . 同时 ,未 来 公民 所 需要 学 
习 的 知识 却 在 不 断 膨胀 .甚至 爆炸 , 古 希腊 把 几何 学 作为 高 级 知识 分 子 学 习 的 内 
容 . 今天 的 几何 教育 , 则 是 为 大 众 服务 的 . 我 们 只 能 在 有 限 的 时 间 内 让 学 生 人 掌握 平 
面 几 何 体系 的 精髓 . 因此 ,在 义务 教育 阶段 ,21 世纪 中 学 平面 几何 内 容 , 一 定 会 比 
20 世纪 的 要 少 些 . 删节 一 些 内 容 势 在 必 行 . 不 然 的 话 ,“ 一 万 年 以 后 怎么 办 ?” 

如 上 所 述 , 对 所 有 未 来 公民 实行 的 几何 教育 ,主要 是 体会 .了 解 理性 思维 的 
价值 ,提高 思维 水 平 .但 是 ,平面 几何 的 价值 不 仅 如 此 . 一 部 分 将 来 从 事 科学 研究 
的 知识 分 子 ,管理 国家 的 决策 人 员 ,需要 从 事 创造 性 工作 的 各 行 各 业 的 精英 , 需 
要 学 习 更 多 的 平面 几何 知识 . 他 们 应 该 学 的 更 加 系统 ,更 加 深入 ,对 公理 化 思想 
有 更 深 的 体会 ,对 于 添加 辅助 线 使 得 难题 证 明 希 然 开 朗 的 “美妙 体验 ", 具 有 真实 
的 感受 . 因此 ,不同 的 人 学 习 不 同 的 几何 . 在 高 中 数学 课程 标准 里 ,设置 “平面 几 
何 ”的 选修 课 ,是 一 个 不 错 的 选择 


五 、 近 几 年 来 ,几何 学 的 考题 也 有 许多 新 的 创造 


例如 ,2002 年 的 全 国 高 考 ( 文 科 ) 试 卷 的 第 22 题 ,就 是 一 道 很 好 的 开放 题 . 
“给 出 两 张 相 同 的 正三 角形 纸 片 ， 


Ll 
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1. 其 中 一 张 ( 图 6 -4) 剪 拼 成 一 个 正三 校 锥 ; 

2. 另 一 张 (图 6 -5) 剪 拼 成 一 个 正三 校 柱 ， 

使 它们 的 全 面积 都 与 原 三 角形 的 面积 相等 . 请 设计 一 种 剪 拼 方 法 ,分 别 用 虚 
线 标示 在 图 6-4, 图 6-5 中 ,并 作 简 要 说 明 .? 


图 6-4 图 6-5 


考试 中 心 只 给 出 了 一 个 如 下 的 “标准 答案 ”图 6 - 4， 
然而 考生 还 给 出 另外 的 答案 如 图 6 - 7. 


图 6-6 图 6-7 


事实 上 ,答案 是 无 穷 的 (如 图 6 -7 就 是 其 一 ). 戴 再 平 指 出 了, 这 道 题 可 以 用 
以 下 的 “ 波 尔 约 一 盖 尔 文 ? 定 理 来 加 以 诠释 : 

如 果 给 出 两 个 面积 相等 的 多 边 形 , 总 可 以 首先 把 其 中 一 个 剖 分 成 有 限 个 多 
边 形 ,然后 把 这 些 多 边 形 重新 组 成 另 一 个 多 边 形 . (“ 组 成 ”的 意思 是 将 多 边 形 作 
平移 和 旋转 ). 

按照 这 个 定理 ,上 述 考 题 只 是 一 个 推论 .由 于 相同 面积 的 图 形 无 限 多 ,所 以 
答案 也 会 是 无 限 多 . 因此 ,虽然 考试 试卷 的 设计 者 未 曾 想到 它 有 无 穷 多 个 解答 ， 
却 “ 无 心 插 柳 ” 式 地 成 为 一 道 绝 好 的 开放 题 . 

1959 年 ,商务 印 书 馆 出 版 的 《图 形 的 大 小 相等 和 组 合 相 等 (布尔 强 斯 基 著 ) 


DD 戴 再 平 . 波 尔 约 一 盖 尔 文 定理 与 2002 年 高 考 ( 文 ) 第 22 题 .《 数 学 教学 》2003 年 第 二 期 
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中 ,和 刹 经 详细 地 加 以 论证 . 特别 地 ,这 一 问题 可 以 推广 为 1900 年 希 尔 伯 特 第 三 问 
题 :两 个 等 体积 的 四 面体 是 否 能 够 将 一 个 四 面体 作 痢 分 之 后 拼接 成 另 一 个 四 面 
体 ? 1902 年 , 戴 因 (Dehn) 给 出 了 否定 的 答案 . 


第 四 节 ” 范 . 希 尔 的 6 个 几何 思维 水 平 


西方 学 者 对 儿童 的 几何 思维 进行 了 许多 研究 . 其 中 以 范 ， 和希 尔 (Pierre van 
Hiele, Dina van Hiele) 夫 妇 的 研究 最 著称 2. 他 们 两 人 提出 了 几何 思维 水 平 的 分 
析 . 起 先是 5 种 水 平 , 后 来 又 改 为 3 种 水 平 . 一 般 认 为 还 是 5 种 水 平 更 细致 .更 确 
切 .在 范 "布尔 提出 水 平 1---5 之 后 ,其 他 研究 者 又 补充 了 一 个 更 低 的 水 平 : 水 平 
0. 以 下 分 别 做 一 些 介绍 . 

水 平 0: 前 认 知 水 平 . 只 能 注意 直观 形状 的 某 一 些 特征 . 例如 可 以 区 分 正方 
形 和 圆 , 却 不 能 区 分 正方 形 和 三 角形 . 在 这 个 水 平 ,学 生 推 理 的 对 象 是 具体 的 形 
象 或 者 触觉 的 刺激 ,其 结果 是 能 够 识别 一 些 “ 相 同 的 形状 ” 

水 平 1: 直观 化 . 学 生 按照 外 观 来 识别 和 操作 形状 和 另外 一 些 几何 图 形 , 他 
们 能 在 心理 上 把 这 些 图 形 表示 为 直观 图 像 . 例如 ,学 生 说 所 给 的 图 形 是 和 矩形 ,是 
因为 它 “ 看 起 来 像 门 ”. 然而 ,他 们 不 关心 几何 性 质 或 所 表示 图 形 种 类 的 特征 化 . 
也 就 是 说 ,尽管 图 形 的 性 质 决 定 图 形 , 而 这 个 水 平 的 学 生 却 未 意识 到 图 形 的 性 
质 . 在 这 个 水 平 上 .学 生 的 推理 为 知觉 所 主宰 . 

他 们 尽管 不 能 说 出 图 形 的 简单 性 质 , 却 也 能 把 一 个 图 形 与 男 一 个 图 形 相 区 
别 ; 或 者 由 于 两 个 图 形 看 起 来 相同 . 他 们 就 判断 这 两 个 图 形 全 等 “看 起 来 就 是 如 
此 ,没有 什么 原因 ” 

在 直观 化 水 平 ,学 生 推理 的 对 象 是 按 直 观 上 “形状 相同 ”来 确认 图 形 分 类 的 . 
例如 ,陈述 "这 个 图 形 是 萎 形 ”时 ,这 个 学 生 的 意思 是 “这 个 图 形 有 我 已 学 过 的 称 
作 “菱形 "的 形状 ” 

水 平 2: 描 述 / 分 析 . 到 了 第 2 水 平 , 学 生 通过 图 形 的 性 质 来 识别 图 形 并 能 确 
定 图 形 的 特征 . 例如 .一 个 学 生 可 能 认为 菱形 是 四 条 边 相 等 的 图 形 ;因此 ,术语 
“次 形 " 指 的 是 “他 已 学 过 的 所 谓 ' 姜 形 ’ 性 质 ” 的 一 个 集合 . 通过 观察 .测量 画图 
和 建 模 等 手段 经 验 地 建立 了 性 质 . 学 生发 现 某 些 性 质 的 组 合 标志 着 一 类 图 形 ,而 
有 些 图 形 却 不 这 样 ; 因 而 播 下 了 几何 含意 的 种 子 . 然而 这 个 水 平 的 学 生 看 不 出 两 
类 图 形 之 间 的 关系 (例如 ,一 个 学 生 可 能 会 满足 于 一 个 图 形 因为 它 是 正方 形 所 以 


个 格 劳 斯 .数学 的 教 与 学 手册 . 陈 铝 平等 译 , 上海: 上海 教育 出 版 社 .1999. 见 该 书 第 498 页 ,505 页 ， 
330 页 
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不 是 长 方形 ). 

在 这 个 水 平 , 学 生 推 理 的 对 象 是 图 形 的 分 类 ,用 那些 与 自己 相 一 致 的 图 形 性 质 
在 思考 ,这 种 推理 的 产物 是 建立 起 图 形 间 关系 .图 形 性 质 的 顺序 和 图 形 的 分 类 . 

水 平 3: 抽 象 /关联 .在 水 平 3, 学 生 能 形成 抽象 的 定义 . 区 分 概念 的 必要 条 件 
和 充分 条 件 ; 能 理解 几何 领域 的 逻辑 论证 ,有 时 甚至 能 提出 这 样 的 论证 . 他 们 能 
分 层次 将 图 形 分 类 (通过 排出 图 形 性 质 的 顺序 ) 并 给 出 判别 它们 类 别 的 非 形式 化 
论证 . 例如 ,一 个 正方 形 被 识别 属 萎 形 ,因为 可 以 将 它 考虑 为 一 个 “具有 某 些 外 部 
性 质 的 萎 形 ”. 利用 非 形式 化 推导 ,他 们 能 发 现 图 形 分 类 的 性 质 . 例如 ,由 于 任何 
四 边 形 可 被 重组 成 两 个 三 角形 ,而 每 一 个 三 角形 的 内 角 和 是 180 度 . 他 们 能 推导 
任何 四 边 形 的 内 角 和 一 定 是 360 度 . 随 着 学 生发 现 不 同形 状 的 性 质 , 他 们 觉得 有 
组 织 这 些 性 质 的 需要 . 思想 的 这 种 逻辑 组 织 是 正确 推理 的 首要 表现 形式 . 然而 ， 
学 生 仍 不 理解 逻辑 推理 是 建立 几何 真理 的 方法 . 

在 这 个 水 平 , 学 生 推 理 的 对 象 是 图 形 分 类 性 质 .“ 整 理 图 形 性 质 , 假 如 图 形 满 
是 四 条 边 相 等 的 四 边 形 将 知道 这 个 图 形 是 萎 形 . ”这 种 推理 的 产物 是 通过 图 形 性 
质 的 交互 联系 ,获得 的 思想 进行 了 重组 . 

水 平 4: 形 式 推理 . 达到 水 平 4 时 ,学 生 在 公理 化 系统 中 建立 定理 . 他 们 识别 
未 定义 术语 .定义 、 公 理 和 定理 之 间 的 差异 . 他 们 能 构造 原始 的 证 明 ; 也 就 是 说 ， 
他 们 可 以 作出 系列 陈述 ,对 作为 “已 知 条 件 ” 的 结果 的 一 个 结论 作 逻 辑 判断 . 在 这 
个 水 平 ,通过 人 逻辑 解释 像 公理 .定义 和 定理 的 几何 陈述 . 学生 能 进行 形式 推理 . 推 
理 的 对 象 是 图 形 分 类 性 质 的 关系 ,推理 的 产物 是 建立 亚 序 关系 一 关系 之 间 的 关 
系 一 一 并 在 一 个 几何 系统 中 用 逻辑 链 来 表述 . 

水 平 5: 严 密 性 /元 数学 . 在 第 5 水 平 ,学 生 在 数学 系统 中 进行 形式 推理 . 即 
便 没 有 参照 模型 ,他 们 也 能 研究 几何 ,而 且 还 能 通过 形式 化 地 操作 如 公理 .定义 、 
定理 等 几何 陈述 进行 推理 . 推理 的 对 象 是 形式 化 构造 间 的 关系 . 他 们 推理 的 产物 
是 几何 公理 系统 的 建立 ,及 其 详尽 阐述 与 比较 . 

汇 。 项 尔 水 平 准 确 地 描述 了 学 生 的 几何 思维 吗 ? 一 般 而 言 ,来 自 美 国 和 国 
外 的 经 验 研究 已 证 实 范 ， 希 尔 水 平 在 描述 学 生 从 小 学 到 中 学 的 几何 概念 发 展 方 
面 是 有 用 的 . 例如 , 尤 西 斯 金发 现 大 约 75% 的 中 学 生 适 用 于 范 ， 希 尔 模 式 . 苏联 
的 一 项 研究 表明 ,高 中 毕业 时 ,几乎 40% 的 学 生 仍 然 停 留 在 水 平 2. 

中 国 还 没有 类 似 的 报告 . 
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1872 年 ,大 数学 家 下, 克 莱 因 (Felix. Klein,1849 一 1925) 在 爱尔兰 根 大 学 就 
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任教 授 . 他 的 就 职 演说 题 为 “对 于 近代 几何 学 研究 的 考察 ” 其 中 给 出 了 几何 学 的 
一 种 定义 :“ 给 出 一 个 流 形 和 作用 于 这 个 流 形 的 一 个 变换 群 , 建 立 关 于 这 个 变换 
群 的 不 变性 理论 . ”根据 这 一 理论 ,把 当时 互 不 相干 的 几何 学 统一 起 来 ,并 依 此 加 
以 分 类 . 这 一 划时代 的 演说 , 世 称 “爱尔兰 根 纲领 ”. 

时 至 今日 ,寻求 不 变量 的 思想 ,已 经 渗入 到 几乎 整个 的 数学 . 从 研究 射影 不 
变量 ,到 拓扑 不 变量 ,相对 论 中 的 罗 仑 兹 不 变量 ,纤维 从 中 的 陈省身 不 变量 ( 陈 
类 ) ,都 是 影响 数学 全 局 的 大 事 . 

F，。 克 莱 因 在 20 世纪 初 关注 中 学 数学 改革 ,担任 了 第 一 届 “ 数 学 教育 委员 会 
(ICMJI) ”的 主席 . 他 的 几何 变换 思想 也 逐渐 渗透 到 中 学 数学 ,在 20 世纪 的 数学 
教育 改革 历程 中 ,几何 学 课程 受到 变换 几何 思想 越 来 越 大 的 影响 . 

变换 几何 有 什么 值得 肯定 的 地 方 呢 ? 

1. 变换 使 得 几何 学 由 静态 转向 动态 . 几何 学 不 再 仅仅 是 对 静止 图 形 的 观 
察 .思考 和 论证 . 变换 几何 的 对 象 可 以 操作 ,例如 轴 对 称 和 折纸 等 ; 

2. 变换 是 学 生 认识 图 形 的 工具 , 通过 轴 对 称 、 旋 转 对 称 、 中 心 对 称 ,以 及 相 
似 、 位 似 等 变换 ,可 以 对 矩形 .正三 角形 .等 腰 三 角形 .平行 四 边 形 . 姜 形 等 常见 图 
形 有 更 深刻 的 认识 ; 

3， 变 换 可 以 作为 论证 的 一 种 手段 . 三 角形 的 全 等 ,是 用 合同 变换 来 实现 的 . 
尺 规 作 图 ,是 将 已 知 的 线段 和 角度 ,进行 移动 . 在 论证 上 也 带 来 很 多 方便 . 例如 等 
腰 三 角形 的 性 质 , 用 对 称 很 容易 说 明 . 再 如 , 圆 外 一 点 向 定 圆 作 两 条 切线 ,彼此 一 
定 相等 . 这 是 可 以 用 加 的 对 称 性 加 以 说 明 的 . 

由 于 以 上 的 优点 ,中 学 数学 里 逐渐 增加 了 变换 的 内 容 . 目前 主要 包括 以 下 
部 分 : 

1. 轴 对 称 图 形 ， 

2. 平移 与 旋转 ; 

3， 相似 变换 ; 

4. 拓扑 变换 (七 桥 问题 ,多 面体 定理 ). 

但 是 ,将 几何 变换 纳入 中 学 课程 , 仍 有 不 少 问题 需要 克服 . 主要 是 变换 观点 
和 传统 欧 氏 演绎 几何 还 没有 十 分 密切 的 衔接 ,有 时 变 成 两 张 皮 ,徒然 增加 学 习 者 
的 负担 . 此 外 ,几何 变换 的 论证 语言 还 没有 规范 ,在 论证 一 个 命题 时 ,叙述 的 随意 
性 较 大 . 最 后 ,缺乏 足够 数量 的 例题 和 练习 题 ,也 是 制约 变换 几何 的 一 个 困难 . 

在 此 ,我 们 愿意 对 不 变量 问题 做 一 些 人 文 的 思考 . 

中 学 几何 课程 里 有 “对 称 ”, 中 学 语文 中 则 有 “对 仗 ” 对 称 是 一 种 变换 , 变 过 
去 的 图 形 有 些 性 质保 持 不 变 . 轴 对 称 , 即 依 对 称 轴 对 折 , 图 形 的 形状 和 大 小 都 保 
持 不 变 . 那么 对 仗 是 什么 ? 无 非 是 上 联 变 成 下 联 , 但 是 字 词 句 的 某 些 特性 不 变 . 
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王 维 诗 云 :“ 明 月 松 间 照 ,清泉 石上 流 ”. 这 里 ,明月 对 清 果 ,都 是 自然 景物 ,没有 
变 .形容词 *“ 明 ”对 “ 清 ”, 名 词 “ 月 ”对 “ 果 ”, 词 性 不 变 . 其 余 各 词 均 如 此 . 数学 和 文 
学 ,许多 思考 方法 往往 是 相通 的 . 

寻求 变化 中 的 不 变性 质 , 是 人 类 的 共同 追求 . 我 国 社会 在 进步 ,但 是 优秀 的 
民族 传统 不 变 . 物体 在 运动 ,位 置 发 生 改 变 ,但 是 , 它 的 动量 守恒 ,能量 守恒 . 发 生 
化 学 变化 ,但 是 变化 之 后 的 分 子 量 必须 守恒 .因此 ,在 文化 中 、 文 学 中 、 数 学 中 ,都 
广泛 存在 大 “在 变化 中 寻求 不 变 ” 的 共同 目标 . 

对 于 中 学 里 的 变换 观念 ,许多 人 还 不 很 熟悉 ,我 们 用 附录 一 ,叙述 中 学 里 使 
用 的 几何 变换 思想 ,并 用 来 求解 一 些 几 何 问题 ， 

由 于 矩阵 语言 已 经 成 为 普遍 的 数学 工具 ,矩阵 进入 中 学 数学 已 经 是 不 可 避 
免 的 事 . 美国 NCTM 高 中 课程 标准 中 就 有 “和 矩阵 与 几何 变换 ”的 专 章 . 我 国 于 
2003 年 颁布 的 4 高 中 数学 课程 (实验 稿 ) ) 将 矩阵 和 线性 变换 列 为 选修 课 . 由 于 我 
国 月 20 批 纪 80 年 代 以 来 ,大 学 基础 课 中 讲授 完整 的 线性 代数 ,因此 ,教师 对 此 
不 会 阳 生 .为 了 系统 地 阐述 中 学 几何 课 与 矩阵 内 容 的 联系 ,我 们 把 它 作为 附 
录 二 . 
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中 学 平面 几何 涉及 的 几何 变换 主要 有 合同 (包括 平移 .旋转 、 轴 反射 ) .相似 
(包括 位 似 ) 、 仿 射 和 反 演 等 四 种 变换 . 以 下 我 们 分 别 加 以 叙述 . 

在 平 面 到 自身 的 一 一 变换 下 ,如 果 任 意 线段 的 长 和 它 的 像 的 长 总 相等 ,那么 
这 种 变换 叫做 合同 变换 . 合同 变换 具有 下 述 基本 性 质 ， 

性 质 1 在 合同 变换 下 ,直线 变 为 直线 ,线段 变 为 线段 ,射线 变 为 射线 ;两 直 
线 的 平行 性 .垂直 性 、 所 成 的 角度 都 不 变 ; 共 线 点 变 为 共 线 点 , 且 保 持 顺 序 关 系 不 


变 ;直线 上 4,B,C 三 点 的 简 比 人 不 变 


性 质 2 在 合同 变换 下 ,三 角形 、 多 边 形 和 圆 的 像 分 别 变 为 与 它们 全 等 的 三 
角形 ,多边 形 和 图 ;封闭 图 形 的 面积 不 变 . 

在 平面 到 自身 的 一 一 变换 下 , 若 任意 一 对 对 应 点 A,A' 连 结 的 有 向 线段 等 于 
定 问 量 < , 则 这 种 变换 叫做 平移 , 记 为 T(Z). 去 叫 平 移 向 量 , 立 的 方向 叫做 平移 方 
四 ,其 长 度 叫 平移 距离 . 

在 平面 到 目 身 的 一 一 变换 下 , 若 每 对 对 应 点 A,A' 所 连结 的 线段 ,都 被 定 直 
线 /所 垂直 平分 , 则 这 种 变换 叫做 关于 直线 ! 的 轴 对 称 或 轴 反 射 , 记 为 SC0). 直 
线 ! 叫做 对 称 轴 或 反射 轴 , 点 A 叫做 点 4A 关于 轴 ! 的 对 称 点 . 

在 平面 到 目 身 的 一 一 变换 下 , 若 任 意 一 对 对 应 点 4,4“ 与 平面 上 一 定点 O 
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的 距离 总 相等 , 且 AOA’ 等 于 定 角 0, 这 种 变换 叫做 关于 点 O 的 旋转 , 记 为 
RCO, 四 .点 〇 叫做 旋转 中 心 ,9 叫做 旋转 角 ， 

特别 地 ,旋转 角 86== 180 的 旋转 变换 称 为 中 心 对 称 变换 或 点 反射 , 记 为 
C(O)=R(O,180°). 

性 质 3 在 平移 变换 下 ,直线 (线段 ) 变 成 与 它 平 行 ( 或 重合 ) 的 直线 (线段 ); 
在 轴 对 称 变换 下 ,P 为 对 称 轴 上 任 一 点 , 则 一 双 对 应 点 所 成 的 角 人 APA' 被 / 
所 平分 ;在 旋转 变换 下 ,对 应 直线 的 交角 总 等 于 旋转 角 ; 在 中 心 对 称 变 换 下 ,对 应 
点 连 线段 过 对 称 中 心 且 被 它 平 分 ,对 应 线段 相等 且 反 向 平行 或 共 线 ,不 过 对 称 中 
心 的 直线 与 其 对 应 的 直线 平行 . 

在 平面 到 自身 的 一 一 变换 下 , 若 线段 A'B' 是 AB 的 像 ,有 是 A'B’ : AB=k(k 
为 正 的 常数 ), 则 这 种 变换 叫做 相似 变换 , 记 为 五 (). 常数 & 叫 做 相似 系数 或 相 
似 比 . 特别 地 , 知 上 ==1, 则 为 合同 变换 ;k= 一 1, 则 为 中 心 对 称 变 换 . 

性 质 4 在 相似 变换 下 ,直线 变 为 直线 ,线段 变 为 线段 ,射线 变 为 射线 ;点 与 
直线 的 结合 关系 不 变 , 点 在 直线 上 的 顺序 关系 不 变 ; 直线 上 三 点 的 简 比 不 变 , 两 
直线 的 夹 角 不 变 , 两 相似 多 边 形 面 积 比 不 变 且 等 于 相似 比 的 平方 . 

在 平面 到 自身 的 一 一 变换 下 , 若 对 于 任 一 对 对 应 点 A,A’ 与 平面 上 一 定点 
0, 都 有 OA :0O4=AGR 为 非 零 常数 ), 则 这 种 变换 叫做 位 似 变 换 , 记 为 H(O， 
.叫做 位 似 中 心 ,叫做 位 似 比 . 

特别 地 , 当 &>0 时 ,4,4 在 点 O 同 侧 ,这 种 变换 叫 顺 ( 或 正 或 外 ) 位 似 ;R<<0 
时 ,A,A 在 点 O 两 侧 , 这 种 变换 叫 逆 ( 或 反 或 内 ) 位 似 . 

性 质 5 在 位 似 变 换 下 ,对 应 线段 之 比 相 等 ,对 应 角 相 等 且 转 向 相同 ;不 过 
位 似 中 心 的 对 应 直线 平行 . 

在 平面 到 上 自身 的 一 一 变换 下 ,车 对 于 任 一 对 对 应 点 A, A 与 平面 上 一 定点 
0, 都 有 OA : OA=k(& 为 正 的 常数 ), 且 AOA’=0(9 为 有 向 的 定 角 ), 则 这 种 
变换 叫做 位 似 旋 转变 换 , 记 为 SCO,9,&). 点 〇 叫做 位 似 中 心 ,叫做 位 似 比 ,6 叫 
做 旋转 角 ， 

且 S(O,0,£)= H(O,k) ». R(O,0) =R(O,0 » H(O,k),; 
S(O,0,k)= H(O,k) ;S(O, nx,k)= HO,—k);S(O0,0,1)=R(O,0). 

性 质 6 在 位 似 旋 转变 换 下 ,把 两 个 相似 形 中 的 一 个 变 到 另 一 个 ;具有 共同 

中 心 的 两 个 位 似 旋 转变 换 之 积 仍 是 一 位 似 旋 转 , 即 有 
S(O,01 ki)» S(O,0; ,ks)= S(O,0, 0 ,k, » k,). 

在 平面 到 目 身 的 一 一 变换 下 , 若 满足 任意 共 线 三 点 的 对 应 点 仍 共 线 , 且 其 三 
点 的 简 比 保持 不 变 , 则 称 此 变换 为 仿 射 变换 ， 

显然 ,大 建立 平面 坐标 系 , 仿 射 坐标 系 与 直角 坐标 系 的 差别 就 在 于 两 轴 间 的 
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夹 角 及 轴 上 单位 长 度 不 相同 . 车 两 轴 夹 角 仍 为 90, 则 称 为 伸缩 变换 ; (x,y) 一 
(kx ,kvy) ,其 中 守 0,k, >0. 

性 质 7 在 仿 射 变换 下 ,点 变 成 点 ,直线 变 成 直线 ;保持 点 和 直线 的 结合 关 
系 ;保持 直线 的 平行 关系 ;保持 两 平行 ( 共 线 ) 线 段 的 长 度 比 ; 任 一 封闭 凸 曲线 所 
围 成 的 图 形 的 面积 S 和 它 对 应 图 形 所 围 成 的 面积 S 之 比 为 常数 . 

性 质 8 在 仿 射 变换 下 , 任 一 三 角形 可 变 成 正三 角形 ;梯形 可 变 成 等 腰 梯 
形 ; 任 一 平行 四 边 形 可 变 成 正方 形 ; 任 一 椭圆 可 变 成 贺 , 相 应 地 椭圆 中 心 变 成 图 
心 , 椭 阅 直 径 变 成 圆 的 直径 ,椭圆 的 切线 变 成 圆 的 切线 . 

设 OO 是 平面 上 一 定点 .对 于 一 个 变换 ,车 任 一 对 对 应 点 A,A'( 异 于 O) ,都 有 
OA'. OA=k(& 为 非 零 常数 ), 则 称 此 变换 为 反 演变 换 , 记 为 1(O,k). O 点 称 为 
反 演 中 心 , 为 反 演 军 . 

显然 ,&<0 时 ,A,A 在 点 O 两 侧 , 可 经 以 O 为 中 心 对 称 变换 变 成 上 > 之 0 的 情 
形 . 故 只 考虑 &>0 的 情形 , 且 令 k=r*. 此 时 , 反 演 变换 的 几何 意义 为 ,满足 “以 O 
为 圆心 ,r 为 半径 的 圆 中 直角 三 角形 的 射影 定理 形式 :r= 二 OP 二 OA，OA'” 的 图 
形 . 并 称 这 个 圆 为 反 演 变换 的 基 圆 . 

性 质 9 ”在 反 演 变换 下 , 基 圆 上 的 点 仍 变 为 自己 ; 基 圆 内 的 点 ( 除 中 心 外 ) 变 
为 基 圆 外 的 点 ,反之 亦 然 . 

性 质 10 在 反 演 变换 下 过 反 演 中 心 的 直线 是 不 变 直线 ( 除 中 心 ); 过 反 演 中 
心 的 圆 变 为 不 过 反 演 中 心 的 直线 ;过 反 演 中 心 的 相 切 两 圆 ( 或 一 圆 -- 直 线 ) 变 为 
不 过 反 演 中 心 的 两 平行 直线 ;过 反 演 中 心 的 两 相交 圆 变 为 不 过 反 演 中 心 的 相交 
直线 ;反之 亦 然 . 

性 质 11 在 反 演 变换 下 ,不 过 反 演 中 心 的 圆 变 为 不 过 反 演 中 心 的 圆 ; 以 反 
泪 中 心 为 圆心 的 圆 变 为 同心 圆 ; 不 过 反 演 中 心 相 切 ( 交 ) 的 圆 变 为 不 过 反 演 中 心 
的 相 切 ( 交 ) 的 圆 ;不 共 线 的 任意 两 对 对 应 点 必 共 圆 ; 圆 和 圆 . 圆 和 直线 .直线 和 直 
线 的 交角 保持 不 变 . 

下 面 ,我 们 看 一 些 例 子 . 

例 1 如 图 6-8, 设 A,B,C 分别 是 
AAABC 的 边 BC,CA, AB 的 中 点 ,OO, ,O,， 
1 ,7 ,7 分别 是 AABC ,人 和 八 A'BC’, 人 和信 A'B'C 的 
外 心 和 内 心 . 求 证 :AOO:O: 突 人 站. 

证 明 由 三 角形 中 位 线性 质 知 , CB = 
BA 一 ACG' , 故 


一 种 .， 
了 (AL ) 


和 A 人 ABC- ACA3B. 


一 到 二 -一 
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T(AC) T(AC) > 
于 是 O O, ,7 >], 所 以 O010, 二 AC = 了 . 


同 理 ,O1O; = 了 1 ,0;O; 一 LB. 

故人 入 O010;,0; 鱼 和信 L1,1;. 

例 2 设 人 DPQ 是 锐角 人 ABC 的 垂 足 三 角形 ( 即 忆 ,PP,Q 分 别 为 三 条 高 线 
的 垂 足 ),. 求 证 :人 ADPQ 是 AABC 中 周 长 最 短 的 内 接 二 角 形 . 

证 明 ”由 题 设 , 如 图 6-9,AD,BP， 
CQ 分别 是 人 人 DPQ 的 内 角 平 分 线 . 令 


人 DEF 是 人 ABC 中 以 DD 为 一 顶点 的 任 
S(t(AB) 


一 内 接 三 角形 , 且 D 一 一 ~ 也， 


SCAC) 


D 一 一 一 D , 则 DD 落 在 直线 PQ 上 ， 
且 D'Q= DQ,DP= DP, 线 段 D'D’ 之 
长 等 于 和 APDPQ 之 周 长 ， 

连结 DF,DE, 则 折线 DEFD 之 
长 等 于 ADEF 之 周 长 , 显 然 D'D” 三 DE+EF 二 FD'. 不 难 计算 D'D” = 
V2AD’:—2AD’: .cos2A4A=24AD。sin BAC. 

奋 人 ARST 是 八 ABC 的 任 一 内 接 三 角形 , 则 用 类 似 方 法 可 以 证 得 ARST 的 
周 长 大 于 或 等 于 2AR，sin 人 BAC. 由 于 AR 之 AD, 从 而 人 RST 的 周 长 宇 和信 DPQ 
的 周 长 , 即 垂 足 三 角形 人 人 DPQ 的 周 长 最 短 . 

例 3 在 八 ABC 内 有 一 点 P, 满 足 了 APB= 二 ABPC= ACPA 一 120". 求 证 : 
P 是 到 二 项 点 距离 之 和 最 小 的 点 ( 即 费 马 点 ). 

证 明 由 人 CPA= 人 人 BPC==120", 故 对 和信 APC 施行 旋转 变换 R(C, 一 60")， 


RIC 一 60?) , 
则 APC ————> 人 A 人 EP'C. 
由 于 P PC=PPC=60", 则 吾 ,P， 
忆 ,下 共 线 ,. 且 


BE= BP+PP +PE=BP+CP+AP. 

对 于 A4BC 内 任 一 点 Q, 今 人 A4QC 
一 一 ”>AFEQC, 则 QQ'=Qc,QE=Qa， 
于 是 QATQRB+QC=QE+QB+TQQ ,1 
BE 二 BP 十 CP 十 AP. 故 PP 点 是 到 三 顶点 距离 
之 和 最 小 的 点 . 

例 4 如 图 6 -11, 在 人 ABC 中 ,AB 二 AC, 人 人 A 的 一 个 外 角 的 平分 线 交 
和 人 4BC 的 外 接 圆 于 点 玉 , 过 EE 作 EF | AB, 垂 足 为 F. 求 证 :2AF=AB 一 AC. 
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证 明 由 题 设 知人 AEF=90" 一 人 BAE 二 人 BAC. 


作 有 和 关于 下 的 对 称 点 D, 则 人 AED== LCAB, 上 有 
EA 二 ED. 连结 BE ,CE. 

xEB=EC( 由 LEBC= /EAT= /EAB), 则 EB= 
EC, 且 人 CEB 一 ACAB== AED, 所 以 可 将 八 AEC 线 下 
点 旋转 人 AED 到 人 和 作 DEB 处 ,从 而 AC= 二 DB. 故 AB 一 
AC=AD=2AF. 图 6-11 

例 5 如 图 6-12, 人 ABC 和 和信 ADE 是 两 个 不 全 等 的 等 腰 直 和 角 三 角形 , 现 
固定 信 ABC, 而 将 人 ADE 绕 A 点 在 平面 上 旋转 . 试 证 :不 论 八 ADE 旋转 到 什么 
位 置 , 线 段 EC 上 必 有 点 M 使 人 BMD 为 等 腰 直 角 三 角形 . (参见 第 五 意 第 三 节 
中 例 5) 

证 法 1 先 今 人 BMD 为 等 腰 直 角 三 角形 ,再 
证 M 在 EC 上 . 

作 A 关 于 BD 的 对 称 点 A , 则 人 A'DB = 
ADB. 由 ADE=90"==2/BDM, 有 /EDM= 
/ADM=|45°— /A’DB | = 190?" 一 45" 一 
/ADB|. 

而 DA'=DA==DE, 则 A’ 是 玉 关 于 DM 的 
对 称 点 . / 

同 理 ,A 也 是 C 关于 BM 的 对 称 点 ， / AT 

从 而 EMD 二 AMD ,一 CMB= AMB， Ea 
而 BMD = 90", 故 CME= 180", 即 M 在 
BC 上 . 

证 法 2 先 取 EC 中 点 M ,再 证 八 BMD 为 等 腰 直 和 角 三 角形 . 作 AC 关于 AB 
的 对 称 线段 4AC ,连结 BC ,EC ,将 八 ACIE 绕 A 点 顺 时 针 方 向 旋转 90° 到 
人 ACEi 的 位 置 如 图 16 -12, 则 CI 开 LCPE ,AAACIES2AACE , 旦 CIAC= 
人 人 EAE, 二 90 ,从 而 由 AE 二 AE, 有 ADE= /ADE,, 即 知 F,D,E, 三 点 共 线 
且 DD 为 EE, 中 点 . 

再 由 BML5CE,DML3CE, 及 CE CE, 且 CE=CE, 即 证 . 

例 6 如 图 6 -13, 在 锐角 入 ABC 的 BC 边 上 有 两 点 E,F, 满 足 人 BAE= 
人 了 CAF, 作 FM1AB 于 M, 作 FN] AC 于 NN, 延 长 AE 交 八 ABC 的 外 接 圆 于 D. 


证 明 :四边形 AMDN 与 AABC 的 面积 相等 . 
证 明 作 DK1|AB 于 KK, 作 DL | AC 于 上 , 则 只 要 证 明 


图 6-12 


124 第 六 章 ” 中 学 几何 教学 综述 


SAFpM + SAFcN —= SAFpM + SAFDN. 

利用 Sppm 二 SAFxkm ;Sarpy 二 Sarn， 只 和 需 证 明 
SAFBM + SacN = IAFKM + OAFLN， 
即 FM +» BM+FN.*».CN=FM. MKTFN: 
NL. 因此 ,只 需 证 明 FM(BM 一 MK)= 十 FN(NL 一 
CN), 连 结 BD, DPC, 则 知人 人 KBD = 人 ABD = 
LDCL. 从 而 Rt 人 BKD 可 相似 旋转 变换 为 
RtACLD,BR FM.*» BK=FN. CL. 

设 人 BAE== 人 CAF=a， 


有 CL DL sin(A—a) FM 

故 绪论 成 立 . 

例 7 如 图 6- 14.@O 与 @O: 外 切 于 点 A, 半 径 分 别 为 rt 和 7;,PB,PC 
分 别 为 @O, ,GO 的 切线 ,B,C 为 切 点 , 且 PB : PC 二 ni : ri, 又 PA 交 O, 于 
FE 点 .求证 ; 八 PABWwWAPEC. 

证 法 1( 相 似 证 法 ) 连结 BO , PO,， 
PO; ,EO,; ,CO: ,注意 到 Oi ,A,O, 三 点 共 线 ， 
由 PB : PC=r :7r,, 有 Rt 八 PBO, cn 
Rt 八 PCO, ,从 而 PO, : PO, = OA : 0,h， 
由 角 平 分 线性 质 乍 理 的 逆 定 理 知 
APO,= /0O,PA. 

又 LAO,AP = /AO,EA, 有 人 OAP = 
了 AO,EP, 从 而 人 OAPWA 人 O,EP, 则 PA : 
PE=r, :r;,B PA : PE= PB: PC. 

而 了 BPA 二 /ACPE, 故 和信 PABWwA 人 PEC. 

证 法 2( 位 似 证 法 ) 考 虚 以 A 为 位 似 中 心 的 变换 ,把 人 @O， 变 到 0O,， 
AP4B 变 到 人 入 PAC', 则 P'C' 切 @O, 于 C. 由 PB: PC’=r:r,=PB: PC 
知 P'C’= PC. 

延长 PC 与 PC 的 延长 线 相交 于 点 Q@, 如 图 6 -14. 由 QC’ = 二 QC, 知 八 PQP' 
为 等 腰 三 角形 . 

连结 QO: 并 延长 交 AE 于 F, 则 QFLAE, 故 QF 平分 AE, 则 AP = 二 PE. 由 
此 知 八 PEC 人 和 八 P ACWA 八 PAB. 

例 8 如 图 6-15, 设 互 为 AABC 的 垂 心 ,L,M,N 分 别 是 BC,CA,AB 边 
的 中 点 .也 , 眉 , 下 分 别 是 三 条 高 的 垂 足 ,P,Q,R 分 别 是 五 4 ,HB,HC 的 中 点 . 试 
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证 :L,M,N,D,E,F,P,Q,R 九 点 共 圆 ( 九 点 贺 4 
定理 ) 

证 明 由 于 P,Q,R 分 别 是 HA,HB,HC 的 
中 点 ,站 以 理 为 位 似 中 心 , 位 似 比 为 2 的 位 似 变换 
把 人 PQR 变 成 @ABC. 因此 ,要 证 L,M,N,D,E， 
FF 在 人 PQR 上 ,只 要 证 明 这 些 点 在 上 述 位 似 变 换 
下 的 像 点 均 在 ©@ABC 上 即 可 . 


CD) , CL) ，/ /了 7/ ' 
作 日 一 >D',HH 一 LL’, 则 D’,L' 在 @QABC L D 


上 . 同 理 ,M,F,N 的 像 点 也 在 ABC 上 ,再 由 

上 述 位 似 变 换 之 逆 即 证 得 结论 成 立 . 
例 9 如 图 6 -16,AB// CD;,,AC/ BD,,A 在 D1,D, 上 .求证 ,Sanc 一 

SAABD, ” DAACD, B 
证 明 因为 梯形 是 仿 射 不 变形 ,所 以 题 设 中 的 

两 个 梯形 可 由 两 个 特殊 梯形 经 仿 射 变换 后 得 到 . 设 

梯形 C B A'D; 和 梯形 CB' Di14 和 皆 为 直角 梯形 , 且 

CD 二 DA’ = MB' 一 1. 梯形 AD?C'B' 2 和 梯形 2 人 7 2 


AD,CB, 梯形 Ac B'D' 俩 必 梯 形 ACBD ， 则 


] 严 i 严 / f 
OAABC 一 2 A B 。 .AMC = ] ， DAA'B'D; 一 A B 。 


AD'=2, DAAC'D, 3. 从 而 Sawsc = DAABD * D’ A D; 
DAAC'D， 。 故 SAaBc = SDAABD, " SAACD, : 

例 10 在 串 四 边 形 ABCD 的 边 AB 和 BC 上 取 点 和 下 ,使 线段 DE 和 
DF 把 AC 三 等 分 ,已 知人 ADE 和 和信 CDF 的 面 


积 等 于 四 边 形 面积 的 二 .求证 ;ABCD 是 平行 四 


边 形 . 

证 明 题 中 条 件 与 结论 均 满 足 仿 射 变换 不 
变性 特性 .将 人 4BC 变换 成 图 6-17 所 示 直 角 
三 角形 , 设 |4BI=3,|BCI=3, 则 4(3,0),C(C0， 
3),P(2,1),Q(1,2). 

攻 D(a,5b) 为 所 求 , 则 直线 DE 的 方程 为 


bol, A 2 2 一 4 
Vy 1 57 2 ). x y 三 0 得 ZE 二 六 十 2. 


A EP -rel me 瑟 Core Lie dm 一 ah-r- 一 
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_1 1/, _»1.p=-+， 。 
于 是 Sane 一 斑 1AE|，yp 一 元 (3 一 和 1 一 2) 0 
2 十 0 一 3 
和 a 


2 l 
同 理 ,得 DaAcpF 二 人 。 


人 四 边 形 4BCD 二 SAABD 十 Saap 一 也 。 3。 6 十 元 。 3 。 一方 (a+b) 


由 已 知 易 得 。 让 "4 .6 了 

解 得 a 二 6 二 3. 即 D(3,3). 故 ABCD 为 平行 四 边 形 . 

例 11 如 图 6 -18, 昌 是 和 八 ABC 
的 垂 心 , 已 是 人 A4BC 内 任 一 点 ,由 玖 分 
别 向 PA, PB, PC 引 垂 线 HL, HM， 
HN, 分 别 与 BC,CA,AB 的 延长 线 相 
交 于 X,Y,Z, 其 中 工 ,M,N 为 牌 足 . 求 
证 :X,Y,Z 三 点 共 线 . 

证 明 由 于 五 是 一 特殊 点 ,将 其 
作为 反 演 中 心 , 则 只 须 证 X,Y,2 的 像 
点 (或 交点 ) 与 互 共 圆 . 

设 入 ABC 的 高 线 分 别 交 BC ,CA， 
AB 的 垂 足 为 D,E,F, 则 HA，HD= 
HB. HE=HC。， HF. 叉 A,D,L,X 共 圆 , 有 HL. HX=HA*. HD. 

同 理 , HM . HY==HB* HE,HN*，. HZ=HC* HF. 

以 互 为 反 演 中 心 , 则 L 与 X,N 与 Z,M 与 Y 均 为 尺 点 .又 上 L,P,N, 昌 共 
圆 ,L,P,M,H 共 圆 ,有 上 L,N,M,H 共 圆 . 故 ,Z,Y 三 点 共 直 线 . 

例 12 如 图 6 -~ 19, 四 边 形 ABCD 内 接 于 圆 O, 对 角 线 AC 与 BD 相交 于 
P. 设 三 角形 ABP,BCP,CDP 和 DAP 的 外 接 圆 心 分 别 是 O,,O;,O; ,0O,. 求证; 
OP ,O10;,O;O, 三 直线 共 点 . 

证 明 由 于 本 题 涉 及 的 圆 很 多 ,于 是 可 
考虑 反 演 变换 . 取 了 为 反 演 中 心 , 己 关于 圆 O 〇 
的 笑 为 反 演 基 圆 半径 , 则 圆 O 反 演 为 本 身 ， 
Oi(i 二 1,2,3,4) 反 演 为 四 边 形 ABCD 各 边 
所 在 直线 ,过 点 P 卫 的 直线 也 反 演 为 本 身 . 

由 直线 PO; 与 @O, 正 交 ,可 知 它 们 的 反 
形 也 正 交 , 即 PO, 上 4D. 又 易 知 0,0 | 4D， 
所 以 PO, // O10. 
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同 理 , PO A/ Oz:O. 所 以 PO;:OO， 为 平行 四 边 形 ,PO,O:O 相交 于 PO 的 


中 点 . 
同 理 ,PO,O1O; 也 相交 于 PO 的 中 点 . 命题 得 证 . 


附录 二 和 矩阵 与 变换 


息 阵 不 仅 是 现代 数学 中 的 一 个 极为 重要 的 工具 ,也 是 日 常生 活 中 、 数 学 各 分 
文中 见得 较 多 的 数学 对 象 表示 形式 . 中 学 几何 中 的 各 类 变换 ,运用 和 矩 阵 表 示 出 


一 、 和 起 阵 与 几何 变换 


在 一 种 几何 变换 下 , 原 图 下 上 的 点 忆 变 成 变换 后 的 图 形 下 "上 的 一 个 点 PP， 
这 时 我 们 说 ,在 这 个 变换 下 P 被 映射 到 P'( 记 作 P 一 P'), 并 称 已 是 已 的 像 点 
(或 像 ). 我 们 可 以 把 反射 .旋转 .平移 、 拉 伸 、 切 变 ( 线 性 等 积 ) 等 几 种 几何 变换 放 
到 坐标 平面 上 加 以 考察 ,并 用 和 矩阵 来 描述 . 
1. 轴 反 射 
图 形 下 中 各 点 关于 直线 7 的 各 对 称 点 所 组 成 的 图 形 F', 称 为 图 形 下 的 对 称 
图 形 . 将 一 个 图 形 下 变 为 它 的 对 称 图 形 的 变换 称 为 轴 反 射 ( 又 称 轴 对 称 ),/ 叫 
做 反射 (对 称 ) 轴 . 
对 于 直线 Oy 作 反射 时 , 任 一 点 PCz,y) 被 映射 到 点 PCz' ,yy) ,由 于 反射 时 
y 坐标 不 会 改变 ,而 x 坐标 要 变 号 ,所 以 有 
X 三 一， x —1] Orzx 
yy ol 
类 似 的 ,对 于 直线 Ox 作 反 射 则 有 
Tr =x， xr" l Ofz 
yy 
2， 旋转 


将 平面 图 形 下 绕 这 平面 内 一 个 定点 O 旋转 一 个 定 角 a ,这样 的 变换 叫做 旋 
转变 换 ,O 点 叫做 旋转 中 心 ,a 叫做 旋转 角 . 
对 于 绕 坐 标 系 原点 O 按 道 时 针 方 向 旋转 a 角 时 , 任 一 点 P(z,y) 被 映射 到 
点 P(x ,y ), 由 于 P(recos 90,rsin0),P’(rcos(0+a) ,rsin(G+o)) ,所 以 有 
TXT*cosa~y* sinag, fz cosa ~—sinalfzx 
y =x* singt+y* cosa =>, = COS “|| 
3. 平移 
把 图 形 下 上 的 所 有 点 都 按 一 定 方 向 移动 一 定 距 离 形成 图 形 F’, 则 由 下 到 
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FF' 的 变换 叫做 平移 变换 ， 
点 P(x,y) 在 水 平方 向 平移 的 距离 是 ,在 垂直 方向 移动 的 距离 是 有 ,到 达 点 
P(x ,y ), 则 


4. 位 似 

如 果 两 个 图 形 下 与 的 任 一 双 对 应 点 A 与 4 的 连 线 都 通过 同一 点 O, 且 
OA : OA=k( 常 数 ), 则 这 两 个 图 形 叫做 位 似 图 形 . 定点 O 叫做 位 似 中 心 ,常数 
称 为 位 似 比 . 这 种 由 位 似 中 心 O 及 位 似 比 所 确定 的 把 图 形 下 变 为 F' 的 变换 称 为 
位 似 变换 . 

对 于 位 似 中 心 在 坐标 系 原点 O 的 位 似 , 点 P(z,y) 被 上 映射 到 点 P' (x ， 


y ), 则 
网) 
5， 拉 伸 ( 线 性 伸缩 ) 
将 平面 图 形 下 作 平 行 于 Orz 轴 的 拉 伸 , 则 


== J] 
将 平面 图 形 下 作 平 行 于 Oy 轴 的 拉 伸 , 则 


f 


>- 2 J] 
6， 伸 缩 


将 平面 图 形 已 既 作 平行 于 Orz 轴 的 拉 伸 ,又 作 平行 于 Oy 轴 的 拉 伸 的 变换 ， 
叫做 伸缩 变换 . 
Tr 一 上 工 ， x k! O09rzx 
a ay Ly -Lo ls 
7， 和 恒 等 
图 形 的 位 置 和 性 质 都 不 改变 的 变换 ,叫做 恒 等 变 换 . 坐标 平面 上 任 一 点 
P(r,y) ,变换 后 仍然 是 (x ,，y ) 二 (x,y), 即 
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并 一 工 ， x ] OFz 
本 有 = 上 =|。 J 
8. 切 变 ( 线 性 等 积 ) 
保持 图 形 面积 大 小 不 变 , 而 点 间距 离 和 线 间 夹 角 可 以 改变 , 且 点 沿 坐 标 轴 运 
动 的 变换 叫做 切 变 . 
在 坐标 平面 内 任意 一 点 P(z,y), 沿 水 平方 向 (z 轴 ) 移 动 的 距离 同 这 点 的 纵 
坐标 成 正比 为 ,得 到 PCz,y ), 则 
Z 一 工 十 到 yy， 区 1 krz 
人 = = | 
在 坐标 平面 内 任意 一 点 PCz,y), 沿 铅 垂 方向 (y 外) 移动 的 距离 同 这 点 的 横 
坐标 成 正比 为 有 ,得 到 P'(x ,y ), 则 


,2 1] 
9. 仿 射 
我 们 将 直线 变 到 直线 , 且 保 持 直 线 的 平行 关系 的 变换 称 为 仿 射 变换 . 


设 P(z,y) 为 平面 直角 坐标 点 ,被 映射 到 点 P'(x',y), 且 设 仿 射 坐标 系 原 

上 忆 为 (4,k), 仿 射 轴 Oz 上 单位 点 为 (al ,6b1), 仿 射 轴 Oy 上 单位 点 为 (az ,6b,), 则 
a:—h Q&， 一 h 
y -和 bp,—k k 


I 
,| 
l 
并 
l 0 0 lj Ll 


特别 地 , 当 仿 射 坐标 系 原点 与 直角 坐标 系 原点 重合 时 , 即 h 二 0,k==0 时 ,有 


Z 一 Zai 一 记 ) 十 y(az 一) 十 hh， 交 I as—h ] 
—> -一 
y =r htyb kt Ly Lb—k be—k k 


/ 
本 


天 


xr ul Us» 0 i 
=|Ib 6b 0lly 
1 0 0 1 


证 Ud] Uo x 
le lly] 
上 面 ,我们 运用 矩阵 描述 了 一 系列 几何 变换 . 此 时 ,我 们 把 这 些 几 何 变换 中 
的 宇 阵 分 别 叫做 反射 .旋转 ,平移 .位 似 、 拉 伸 .伸缩 . 恒 等 、. 切 变 、 仿 射 的 矩阵 . 
根据 拖 阵 元 素 的 特征 ,我 们 可 以 看 出 这 些 几 何 变换 的 包含 .隶属 关系 . 
例如 ,这 些 变 换 均 可 以 归结 为 仿 射 变换 ;这 些 变 换取 特殊 情形 均 可 为 恒 等 变 
换 等 等 . 
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根据 矩阵 的 乘法 运算 ,我 们 可 以 推 得 这 些 变换 的 复合 变换 形式 、 性 质 . 

例如 ,对 直线 Oy 连续 作 两 次 反射 得 恒 等 变 换 ; 作 平行 于 Oz 轴 的 拉 伸 后 ,又 
作 平 行 于 Oy 轴 的 拉 伸 ,得 到 伸缩 变换 ;还 可 得 旋转 平移 .位 似 旋 转 等 等 复合 
变换 . 

根据 矩阵 的 求 逆 运 算 ,我 们 可 以 推 得 这 些 变换 的 道 变换 . 


例如 , 切 变 甜 阵 | 。“ | 的 逆 矩 阵 是 | 。 “| ,这 是 由 于 | “|| “|= 


思考 题 1 


1, 运用 仿 射 变换 的 矩阵 表示 来 写 出 本 节 中 的 其 他 变换 ， 
2， 用 和 矩阵 表示 出 平移 位 似 旋转 的 复合 变换 . 


一 、 乱 隆 与 坐标 变换 


坐标 变换 是 平面 解析 几何 中 的 重要 内 容 ,是 化 简 平面 曲线 方程 的 主要 工具 . 
用 矩阵 方法 表示 这 些 变换 公式 ,不 仅 可 以 揭示 各 个 公式 间 的 内 在 联系 ,加 深 对 知 
识 的 理解 ,而 且 可 以 提供 一 种 “集成 ”记忆 这 些 公式 的 方法 

1. 坐标 轴 的 旋转 

在 平面 直角 坐标 系 中 ,将 坐标 轴 旋 转 0 角 , 得 旋转 公式 


/ 


oe 0 十 ysin 0， | | cos0 sin | 
—> 二 
y 二 一 xsin 9 十 ycosg y 一 SinO cosg 
> 


了 
cos0 sing 0] [rz 
一 SinO cosl0 | ， . 
1 0 0 1 [LI 


下 面 讨论 一 般 二 元 二 次 方程 的 化 简 公 式 ， 
一 般 的 二 元 二 次 方程 形 如 
Azx’+BrytCy:++DzrtEy+F=0, 
经 过 坐标 轴 旋 转变 换 后 ,上 述 方程 变 为 
AZz :十 Bzy Cy 十 Drz' 十 已 十 下 一 0， 
它们 系数 之 间 的 关系 可 由 如 下 和 抢 阵 关系 式 表 示 


EBD cosl sing 天 1frecosb 一 sn6 0 
B 2C FE 一 SnO cosl 0 1 另 2C | 区 cos0 01,( 附 2-1) 
D FE 2F 0 0 lLD E 2FJ|l0 0 ] 


7 
< 


/ 


或 


ri 
pli 
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且 关 于 二 次 项 系数 有 
的 5 ]-[ Cos | B | | ( 附 2 2) 
B 2C 一 SinO cos0 LEB 2CjJLsing cos0 


关于 一 次 项 系数 有 
D’ cos0 sin87rD 
pl el 
常数 项 保持 不 变 , 即 到 一下. 


由 上 面 的 式 子 ,我 们 有 
第 一 ,可 以 更 明显 地 看 出 ,经 过 坐标 轴 旋 转变 换 后 ,方程 的 不 同 次 项 系数 互 


不 于 扰 ; 
第 二 ,转轴 的 目 的 ,是 为 了 消去 新 方程 中 的 zy 项 ,即使 得 了 B 一 0. 此 时 ,B 关 
0 时 由 ( 附 2-2) 式 可 求 得 A 和 C 的 简化 公式 


A'=A+ 3B ,tan 9=C+ 三 B ,cot 9， 


C=A— LB. cot 0=C 一 有 . tang 


2 
第 三 ,由 ( 附 2~1)、( 附 2-2) 式 ,两 边 考虑 取 行 列 式 , 则 得 转轴 不 变量 
24 BB DD 
2A 8B 
1, = B 2C EF , 1, = ,1 一 了 
B 2C 
D EE 2F 


下 面 ,运用 坐标 旋转 变换 推导 三 角 中 正 .余弦 的 两 角 和 公式 . 

在 平面 直角 坐标 系 中 , 先 将 坐标 轴 旋 转 a 角 , 再 又 继续 旋转 8 角 , 则 有 
7 =X， cosat+y* sina, rx cosa Ssina [zx 
人 。 sina+ y+。 cos a COS "| 

(7 * cos 6 十 y * sinB, >",|=[ cosB sin | | 
y=~—x 。sin B+y * cosB Ly 一 sinpB cosB8JLy 

此 时 ,又 可 看 作 是 将 坐标 轴 旋 转 a 十 8 角 , 则 

Z 一 X。cos(a 十 用 十 y。，sin(c 十 全， 
[7 * sin(a 十 B) 十 y 。 cos(at 6) 
rx cos(a 十 DJ) sin(at+pB) fx 
>| rw) 
| cosa sin | cosB sin |=| cos(atpB) | 
一 SinB cosp 一 Sinkta 十 及) cos(atB) | 
| cos acos B— sin asin B cos asin BT sin acos | 


一 (sin acos 8 十 cos asin B) 一 sin asin 8 十 cos acos 8 


于 是 有 


一 SIna cosa 


即 
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-| cos(atp) | 
一 Sin(a 十 B) cos(a 十 有 ) 
由 此 便 推 导出 了 cos(a 十 B) .sin(c 十 B) 的 公式 ， 

2， 坐标 轴 的 平移 

在 平面 内 ,将 坐标 原点 移 到 点 (h,&) ,得 平移 公式 


[Sn 时 1 0 | 
天 -> 上 
y 一 yy 一 大 y 0 1 —&k 


/ 


1 


下 面 ,讨论 一 般 二 元 二 次 方程 的 化 简 公 式 . 方程 Ar 十 Bzy 十 Cy 十 Dz 十 
Ey 十 FF 二 0 经 坐标 轴 的 平移 变换 后 , 变 为 AT ?十 Bir'y 十 Cy 十 Dx 十 Ey' 十 
FE 一 0, 它 们 系数 之 间 的 关系 可 由 下 列 和 矩阵 关系 表示 


T 1 0 —hiirz 
或 y = |0O | 一 天 9 
1 0 0 1] 1 


A BB DD’ 1 0 01r2A B DN 0 hh 
FE 2C FE’'|= 1 0 8 ac Flo 
D FE’ 2F hk iIlD E 2FIjl0 0 1 
由 上 述 式 子 ,我们 可 知 移 轴 变换 下 的 不 变量 是 
2A B D 
1 一 |B 2C E|,A,B,C. 
D E 2F 


3. 一 般 的 坐标 变换 

如 果 在 一 个 坐标 变换 中 , 既 有 移 轴 , 又 有 旋 轴 ,就 称 为 一 般 的 坐标 变换 . 将 坐 
标 原 点 平移 到 (h,k) 后 ,上 青 将 坐标 轴 旋 转 0 角 , 得 公式 
r=7X ， cos0—y *。 sinbth, 
y 二 Xx ，Ssin 0 十 y ，cos 9 十， 


Xx =cos0* (rx—h)+sin0. (y—k), 
亦 即 人 
y 一 一 Sinb。(Z 一 彤 ) 十 cos 0O。(y 一 上 ) 
| | coOSs 1 | 
一 一 . 
yy —sSIng cosbLy 一 开 
一 般 二 元 二 次 方程 在 上 述 变 换 下 所 得 新 二 次 方程 ,它们 的 系数 间 有 如 下 
关系 : 
2A’” B’” DD’ cosg sing 0 
B’ 2C FE’ |=|—sing cosb , 


h k ] 


RE Pr 一 


附录 二 ”和 矩阵 与 变换 


A B Dfrcos8 一 SinO h 
B 2C 工 | 加 0 coOSs 1 ， 
D E 2F 0 0 1 
且 间 次 项 系数 有 
24 B’ cosl sinOf2A Brcos0 ~—sing 
是 cv | COS ,| B 网 | COS ,| 
虹 | | cos0 sin | | 


—sing cosOjLBh+2Ck+EJ 
F 一 AP 让 十 BAR 十 CR + Dhi+Ek+F. 
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由 此 可 见 ,在 一 般 坐 标 变换 下 ,二 元 二 次 方程 的 系数 变化 规律 是 :二 次 项 系 
数 与 旋 轴 变换 的 结果 相同 ;常数 项 与 移 轴 的 结果 相同 ;一 次 项 系数 与 先 平移 后 旋 


转轴 的 变换 结果 相同 . 
例 将 方程 29x: 一 24xy 十 36y: 十 82x 一 96y 一 91= 二 0 化 为 标准 方程 . 
解 ”由 求 心 公式 ,得 天 = 一 1 一 1. 


又 由 求 旋转 角 人 公式, 得 cos 90= ssing= 二， 


3 
Ey 一 1 
| 
z' 十 二 y' 十 1 
A D 一 24 82 
又 出 题 设 有 | B 2 el 2 7) -| 
D E 2F —96 一 182 
4 3 0 
2A’” BB’ DD’ 5 5 
故 2C/ |- 3 4 
/ / 严 Ee FE 0 
D' E’ 2F 9 
-1] 1 1 
4 _3 _] 
58 一 24 821 15 5 
-24 72 一 96||3 4 
| 5 5 
82 —96 一 182 
0 0 1 


40 0 0 
二 | 0 90 , ? 
0 0 一 360 


aa 和 加 


a he ire eb re ere a 
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所 以 原 方程 化 为 20x :十 45y” 一 180 一 0, 即 地 -十 * = 1. 


思考 题 2 


1， 坐标 轴 经 平移 再 旋转 后 ,点 4(0,1) 和 点 B(1,0) 变 换 成 A (0,0) 和 
B”*(0, 一 VY2). 求 平移 公式 和 旋转 公式 . 

2. 已 知 点 P(1,2) ,将 点 已 绕 原点 按 逆 时 针 方 向 旋转 60" 后 ,再 将 此 点 沿 > 
轴 正 向 平移 5 个 单位 到 达 点 Q. 求 点 Q 的 坐标 . 
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立体 几何 教学 的 关键 是 空间 概念 的 建立 和 善于 把 立体 几何 问题 进行 转化 处 
理 .空间 概念 的 建立 , 识 图 是 起 点 ,是 培养 .检验 空间 概念 的 重要 手段 . 画图 能 力 
的 培养 对 建立 空间 概念 的 作用 是 巨大 的 , 且 在 求解 立体 几何 问题 时 ,辅助 线 、 辅 
助 面 或 辅助 体 总 得 目 己 画 , 正 确 的 示意 图 是 正确 判定 有 关 几 何 元 素 间 的 位 置 ( 共 
面 \ 共 线 . 共 点 ) 的 前 提 . 
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全 间 是 三 维 的 ,因此 ,在 空间 不 能 像 在 平面 上 运用 圆规 和 直 尺 直接 完成 画 
图 . 因此 ,空间 画图 常 以 平面 画图 的 方法 为 基础 ,再 根据 人 们 的 视觉 原理 ,采用 一 
些 特殊 的 画 法 画 出 图 来 . 在 空间 画图 中 , 常 采用 下 列 画 图 公法 . 在 这 里 ,我 们 承认 
几 种 基本 画图 的 可 解 性 ,其 他 画图 问题 ,只 要 能 归结 到 有 限 次 运用 画图 公法 中 所 
列举 的 基本 画图 问题 而 得 到 解决 , 便 认 为 问题 解决 了 . 

空间 画图 公法 (以 下 四 类 问题 承认 其 可 解 )， 

(1) 通过 不 共 线 三 点 画 一 个 平面 ; 

(2) 画 已 知 两 相交 平面 的 交 线 ; 

(3) 在 已 知 平面 上 用 直 尺 和 圆规 或 代用 工具 按 平面 几何 中 面 图 解决 一 切 夯 
图 问题 ; 

(4) 任 取 一 点 ,在 或 不 在 已 知 直线 上 ,在 或 不 在 已 知 平面 上 ; 任 取 一 直线 , 通 
过 或 不 通过 一 已 知 点 ,在 或 不 在 已 知 平面 上 ; 任 取 一 平面 ,通过 或 不 通过 一 已 知 
点 ,通过 或 不 通过 一 已 知 直线 . 

1. 空间 直线 型 图 形 的 斜 二 测 画 法 

团 水 平 放 起 的 平面 直线 型 直观 图 , 画 特 殊 的 凸 多 面体 直观 图 常用 斜 二 测 
夯 法 . 

斜 二 测 画 法 的 规则 是 .: 

(1) 画 平 面 图 形 的 直观 图 时 , 先 在 已 知 平面 图 形 中 取 定 互相 垂直 的 轴 Ox， 
Oy, 在 直观 图 中 , 画 出 对 应 的 轴 Ox ,Oy ,使 了 人 zOy ==45"( 或 135”) ,它们 确定 
的 平面 表示 水 平平 面 . 画 立 体 图 形 的 直观 图 时 ,在 原 立 体 图 形 的 一 面 中 取 互 相生 
直 的 轴 Or,Oy, 取 与 这 一 面 垂 直 的 线 为 Oz 轴 . 直观 图 中 画 轴 Ox ,0O y”， 
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O'z' ,和 且 使 人 xO'y =45 (或 135 xO'z’ 一 90?; 

(2) 已 知 图 形 中 平行 于 x 轴 、y 轴 或 z 轴 的 线段 ,在 直观 图 中 分 别 画 成 平行 
于 z 轴 、y 轴 或 z 轴 的 线段 ; 

(3) 画 已 知 图 形 中 平行 于 xz 轴 的 线段 ,在 直观 图 中 保持 原 长 度 不 变 ; 画 平行 
于 y 轴 的 线段 ,在 直观 图 中 长 度 为 原来 的 一 半 , 夯 平行 于 z 轴 的 线段 ,在 直观 图 
中 长 度 不 变 . 

2. 空间 旋转 体 图 形 的 正 等 测 画 法 

圆柱 .圆锥 . 圆 台 的 底面 都 是 圆 , 圆 的 直观 图 ,一般 不 用 斜 二 测 画 法 ,而 用 正 
等 测 画 法 . 球 的 直观 图 也 用 正 等 测 画 法 . 

正 等 测 画 法 的 规则 是 : 

(1) 在 已 知 图 形 底 面 O 中 以 O 为 原点 取 互 相 垂直 的 轴 Oz ,Oy. 在 直观 图 
中 ,把 它们 画 成 对 应 的 轴 Oz ,Oy ,使 rzOy = 二 120*( 或 60") ,它们 确定 的 平 
面 表示 水 平平 面 . 过 O 点 作 与 @O 面 垂 直 的 轴 Oz. 在 直观 图 中 ,把 OZ 轴 画 成 
与 Oxz 轴 ,Oy 轴 都 成 120?( 或 60?) ; 

(2) 面 已 知 图 形 中 平行 于 上 轴 、y 轴 或 z 轴 的 线段 ,在 直观 图 中 ,分 别 画 成 平 
行 于 zx 轴 、y 轴 或 = 轴 的 线段 ; 

(3) 面 平行 于 xz 轴 y 轴 或 z 轴 的 线段 ,长度 都 不 变 ， 

3. 立体 截面 图 形 的 画 法 

截面 是 求解 立体 几何 问题 的 主要 辅助 平面 . 画 过 某 些 已 知 点 的 截面 图 形 常 
常 是 根据 画图 公法 画 出 .下 举例 说 明 . 

例 ”给 定 正方 体 ABCD -A1B.CiDi, 设 PQ、R 分 别 是 侧面 ADD,A，,、 
ABB,A,、BCC,B, 上 的 点 , 画 出 平面 P'Q'R' 截 正方 体 的 截 口 图 形 . 

解 过 点 PP .Q .R 作 直线 平行 于 侧 棱 分 别 交 AD 于 P, 交 AB 于 Q, 交 BC 
于 下 . 连 PB 和 QR 相交 于 点 O. 在 平面 QRR'Q 
中 通过 OO 作 直 线 平 行 于 RR' ,以 9 表示 它 与 QR 
交点 .由 P.O、B 三 点 共 线 ,所 以 三 平行 线 PP 、 
OO .BB, 共 面 .在 这 平面 中 , 连 P'O' 交 BB 于 点 
B ,这 是 一 个 关键 的 点 .在 面 ABB,A4A, 中 连 B'Q 
交 AA, 于 4 ,在 面 BCC,B, 中 连 BR’ 交 CC, 于 
C ,在 面 ADD,A, 中 连 A'P' 交 DD, 于 D/. 

由 于 B 在 平面 P'Q'R’ 上 ( 因 B' 在 这 平面 中 
的 直线 PO 上 ), 从 而 A’、C 在 其 平面 上 ,又 点 DD 
也 在 其 平面 上 . 所 以 四 边 形 ABCD 为 所 求 截 口 
图 形 . 图 7-1 
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如 果 这 不 共 面 的 三 点 有 某 点 在 棱 上 ,或 在 体内 , 均 可 相应 处 理 . 

4. 射影 图 形 的 画 法 及 图 形 与 其 射影 图 之 间 的 度量 关系 

直线 垂直 相交 、 直 线 垂直 于 平面 的 概念 可 用 来 讨论 正 射 影 . 给 定 一 平面 x， 
从 给 定 一 点 A 引 平 面 x 的 重 线 则 此 垂 足 称 为 A 在 平面 x 上 的 正 射 影 ,简称 射 
影 . 给 定 图 形 的 所 有 各 点 在 平面 x 上 的 射影 的 集合 , 称 为 该 图 形 在 平面 x 上 的 射 
影 图 形 . 从 给 定 图 中 各 点 所 作 平 面 x 的 垂 线 称 为 各 点 的 投影 线 , 

设 ! 是 与 x 相交 的 一 直线 ,通过 一 点 A 作 直 线 平 行 于 /!, 必 交 r 于 一 点 4 ， 
A 称 为 A 沿 :方向 在 r 上 的 平行 射影 , 它 是 正 射影 的 推广 . 

在 正 投影 下 ,者 已 知 角 ac 所 在 平面 与 投射 面 平 行 时 , 则 已 知 角 au 与 其 投射 角 
x 相等 ; 若 已 知 角 a 所 在 平面 与 投影 面 重 直 时 , 则 投射 角 u 为 0" 或 180"; 若 已 知 
角 uc 所 在 平面 与 投射 面 斜 交 成 二 面 角 且 其 度数 为 0(0 二 9 二 90 ) 时 ,情况 比较 复 
杂 ,要 分 情况 讨论 (参见 习题 7. 1 第 3 题 ). 

空间 几何 体 截 面 或 侧面 与 其 射影 的 面积 有 以 下 关系 : 设 截 面 或 侧面 与 其 射 
影 面 所 在 平面 组 成 的 二 面 角 为 0, 则 截面 或 侧面 面积 S 与 其 射影 面 面 积 S 满足 
大 系 式 

S 一 S$。cos 0 


习 是 7.1 


1. 运用 斜 二 测 画 法 作 正 五 棱锥 的 直观 图 . 

2. 运用 正 等 测 夯 法 作 球 的 直观 图 ， 

3. 夺 已 知 角 a 所 在 平面 与 投射 面 斜 交 成 二 面 角 0(0 < 二 9<<90") ,讨论 其 投射 
角 ua 与 a 的 大 小 关系 . 
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1、 对 偶 规 律 及 其 例子 

如 朵 我 们 把 两 条 重合 直线 看 成 平行 直线 的 特殊 情形 ,把 两 个 重合 平面 看 成 
平行 平面 的 特殊 情形 ,把 直线 在 平面 内 看 成 直线 与 平面 平行 的 特殊 情形 ,那么 ， 
在 立体 几何 中 ,有 关 直 线 与 平面 的 平行 与 垂直 的 命题 存在 下 列 规律 : 

把 命题 中 某 一 直线 (平面 ) 换 以 平面 (直线 ) ,同时 把 与 这 一 直线 (平面 ) 有 关 
的 平行 (垂直 ) 关 系 换 以 垂直 (平行 ) 关 系 , 所 得 的 命题 与 原 命 题 同 真 伪 . 

立体 几何 中 的 这 个 规律 与 射影 几何 中 的 对 偶 原 则 有 些 类 似 . 但 是 ,两 者 在 本 
质 上 是 不 同 的 . 

下 面 列举 几 个 例子 . 
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例 1 下 列 四 个 命题 是 同 真 的 . 

命题 1 通过 空间 一 点 能 作 且 仅 能 作 一 条 直线 5 与 已 知 直线 a 平行 . 

如 果 把 命题 1 中 的 “直线 68” 换 以 “平面 8", “平行 ” 换 以 “垂直 ”, 则 得 

命题 2 ”通过 空间 一 点 能 作 且 仅 能 作 一 个 平面 8 与 已 知 直线 a 垂直 . 

命题 2 与 命题 1 同 真 ,我 们 把 命题 2 称 为 命题 1 关于 直线 b 的 对 偶 命 题 ; 把 
命题 1 称 为 命题 2 关于 平面 8 的 对 偶 命题 . 

把 命题 2 中 的 “直线 a” 换 以 “平面 a”, “垂直 ” 换 以 “平行 ”, 则 得 

命题 3 通过 空间 一 点 能 作 且 仪 能 作 一 个 平面 8 与 已 知 平面 a 平行 . 

命题 3 与 命题 2 同 真 ,命题 3 称 为 命题 2 关于 直线 a 的 对 偶 命 题 ,命题 2 称 
为 命题 3 关于 平面 a 的 对 偶 命 题 . 

类 似 地 ,命题 3 关于 平面 8 的 对 偶 命题 是 、 

命题 4 通过 空间 一 点 能 作 且 仅 能 作 一 条 直线 5 与 已 知 平面 a 垂直 . 

命题 4 与 命题 3 同 真 . 

例 2 下 列 六 个 命题 是 同 真 的 : 

命题 5 直线 a 和 直线 6 不 平行 二 > 不 存在 直线 c, 使 得 c// a,c/b. 

命题 6 平面 a 和 直线 6 不 垂直 之 不 存在 直线 c, 使 得 c | a,c// 6. 

命题 7 平面 a 和 平面 8 不 平行 > 不 存在 直线 c, 使 得 c | a,c | 8. 

命题 8 平面 a 和 平面 8 不 平行 坟 不 存在 平面 7, 使 得 yY/a,y//8. 

命题 9 直线 a 和 平面 8 不 垂直 之 不 存在 平面 7, 使 得 yl a,y//8. 

命题 10 ”直线 a 和 直线 0 不 平行 污 不 存在 平面 y, 使 得 yY | a,y | 5b. 

从 命题 6 到 命题 10 .每 后 一 个 命题 都 是 前 一 个 命题 关于 某 一 元 素 ( 直 线 或 
平面 ) 的 对 偶 命 题 ,这 些 命题 同 真 . 

下 面 的 例题 涉及 直线 在 平面 上 的 一 种 结合 关系 ,我 们 约定 “直线 在 平面 上 ” 
也 说 成 “平面 在 直线 上 ”. 一 个 命题 换 成 其 对 偶 命 题 时 ,若是 平面 换 直 线 , 则 “在 平 
面 上 的 直线 "必须 相应 地 换 成 "在 直线 上 的 平面 ”, 反 之 亦 然 . 

例 3 下 列 四 个 命题 是 同 真 的 

命题 11 者 直线 a 平行 于 平面 8 上 的 一 条 直线 5, 则 a/ 8 

命题 12 ” 若 直 线 a 垂直 于 直线 上 的 一 个 平面 8, 则 a | 2. 

命题 13 ”车 平面 a 平行 于 直线 6 上 的 一 个 平面 8, 则 a/b. 

命题 14 ” 震 平 面 c 垂直 于 平面 8 上 的 一 条 直线 5, 则 a 8 

从 命题 11 到 命题 14, 每 后 一 个 命题 都 是 前 一 个 命题 关于 某 一 元 素 ( 直 线 或 
平面 ) 的 对 偶 命 题 . 所 不 同 的 是 ,在 这 组 对 偶 命 题 中 ,在 把 某 一 直线 换 成 平面 时 ， 
者 他 在 结合 关系 ,必须 把 这 一 直线 结合 在 一 起 的 平面 同时 换 成 与 平面 结合 在 一 
起 的 直线 . 把 平面 换 成 直线 时 也 一 样 . 
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如 果 同 时 调换 一 个 命题 中 的 两 个 元 素 及 其 相应 的 关系 ,所 得 的 命题 称 为 原 
命题 关于 这 两 个 元 素 的 双 对 偶 命 题 . 

例如 ,命题 1 与 命题 3 组 成 双 对 偶 命 题 , 

例 4 下 列 四 个 命题 同 真 . 

命题 15 ” 知 一 个 平面 M 平行 于 两 条 相交 直线 p,qg, 则 平行 于 这 两 条 直线 上 
的 平面 N. | 

命题 16” 若 一 个 平面 M 垂 直 于 两 个 相交 平面 已 ,Q, 则 垂直 于 在 这 两 个 平 
面 上 的 直线 ( 即 交 线 )/. 

命题 17 ”在 一 条 直线 ! 平行 于 两 个 相交 平面 已 ,Q, 则 平行 于 这 两 个 平面 上 
的 直线 ( 即 交 线 )/. 

命题 18 者 一 条 直线 台 垂 直 于 两 条 相交 直线 bp,q, 则 垂直 于 在 这 两 条 直线 
上 的 平面 N. 

命题 16 是 命题 15 关于 直线 p,g 的 双 对 偶 命 题 ,命题 17 是 命题 16 关于 平 
面 M 的 对 偶 命 题 ,命题 18 是 命题 17 关于 平面 P,Q 的 双 对 偶 命题 ,命题 15 是 命 
题 18 关于 直线 m 的 对 偶 命 题 . 

类 似 地 ,可 定义 三 对 偶 命 题 , 四 对 偶 命 题 . 例如 ， 

命题 19 若 两 条 直线 都 和 第 三 条 直线 平行 , 则 互相 平行 . 

命题 20 ”者 两 个 平面 都 和 第 三 个 平面 平行 , 则 互相 平行 . 

命题 19 与 命题 20 就 组 成 三 对 偶 命 题 . 

一 命题 依次 轮换 各 元 素 , 在 穷尽 所 有 可 能 性 之 后 ,必然 会 回 到 原 命 题 . 我 们 
说 ,这 样 一 组 对 偶 命 题 组 成 一 个 对 偶 链 . 前 面 的 4 道 例题 都 各 自 组 成 对 偶 链 ,对 
偶 链 中 一 个 命题 成 立 , 则 其 余 命题 都 成 立 , 对 偶 链 中 一 个 命题 不 成 立 , 则 其 余 命 
题 都 不 成 立 . 

2. 规律 的 理论 解释 及 其 启示 

我 们 以 非 零 向 量 了 =(alya ya3),b 二 (5,6b;;,6;) 分 别 表示 三 维 空间 中 的 直 
线 的 方向 向 量 或 平面 法 向 量 , 对 于 等 式 

(al saz ,da ) 一 有 (bp ,bs) (kK0), (1) 

当 (al ,az ,a3),(b1,b; ,6b;) 均 是 直线 的 方向 向 量 或 均 是 平面 的 法 向 量 时 , 它 是 两 
直线 或 两 平面 平行 (包括 重合 意义 下 的 平行 ) 的 充 要 条 件 ; 当 (a ,as ,as ), (bi ,bs ,b;) 
之 一 为 直线 的 方向 向 量 , 另 一 为 平面 的 法 向 量 时 , 它 是 直线 与 平面 垂直 的 充 要 
条 件 . 

对 于 等 式 

(alyaz 43) » (bi,b, ,6b;)=0, (2) 

当 (aiyazyas), (yb ,63) 均 是 直线 的 方向 向 量 或 均 是 平面 的 法 向 量 时 , 它 是 两 
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直线 或 两 平面 垂直 的 充 要 条 件 ; 当 (〈ai 42 943)， (D1,b, ;03 ) 之 一 为 直线 的 方 问 加 


量 , 另 一 为 平面 的 法 回 量 时 , 它 是 直线 与 平面 平行 的 充 要 条 件 . 

这 样 ,在 等 式 (1) 或 (2) 中 ,对 其 中 任 一 向 量 给 以 不 同 的 几何 解释 ,相应 地 便 
得 出 不 同 的 几何 命题 . 当 等 式 (1) 或 (2) 为 真 ( 伪 ) 时 ,由 不 同 的 几何 解释 所 相应 的 
不 同 的 几何 命题 也 就 同 真 ( 伪 ). 男 一 方面 ,由 一 个 有 关 平 行 或 垂直 的 几何 命题 为 
真 ,也 可 以 相应 地 列 出 等 式 (1) 或 (2), 从 而 由 不 同 的 几何 解释 所 引出 的 其 他 几何 
命题 亦 真 . 

在 涉及 结合 关系 的 情形 下 ,我 们 可 注意 到 直线 或 平面 的 定向 向 量 (ai ,as， 
as) 与 (51,b;,b;) 所 相应 的 几何 形式 为 A 与 B 时 , (1) 两 直线 (平面 )A,B 重合 的 
条 件 是 (a ,ar as) 一 &(O ,651,53),A 门 B 关 名 ; (11) 两 直线 A,B 相交 的 条 件 是 
(ai yas 03 ) 天 RD ,ob, ;03) ,A[IBZAG ;1) 直线 和 平面 平行 的 条 件 是 (a 4d2 943) 。 
(bi ,6b,,6;)=0,ANMNB=8. 

因此 ,对 于 涉及 等 式 (1)、(2) 的 任 一 模型 ,对 其 中 多 个 向 量 , 同 时 变更 其 几何 
解释 ,得 出 一 些 依 次 “对 偶 ? 的 几何 命题 ,它们 有 相同 的 真 伪 性 . 例如 ,对 例 4, 我 
们 还 可 以 写 出 其 余 2 一 4=12 个 几何 命题 ,它们 与 命题 15 一 18 等 间 真 . 

上 述 理论 解释 ,使 我 们 真正 理解 到 了 立体 几何 中 的 这 个 规律 与 射影 几何 中 
的 对 偶 原 理 的 本 质 不 同 . 理论 解释 启示 我 们 ,在 立体 几何 中 ,应 适当 加 强 向 量 法 
解决 立体 几何 问题 的 训练 .这 也 可 能 是 国内 .外 有 些 中 学 教材 已 把 立体 几何 与 空 
间 解 析 几 何 融 为 一 体 的 一 个 缘故 . 


习 题 7.2 


1. 与 出 例 4 中 命题 15 的 其 余 的 对 偶 命 题 . 
2. 与 出 下 列 命 题 的 对 偶 链 命题 :(1) AN LAIC2) mln | l=>m/L. 
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在 上 一 节 , 我 们 看 到 了 向 量 知识 在 处 理 立体 几何 问题 中 的 重要 应 用 ,这 种 应 
用 主要 是 通过 向 量 的 各 种 运算 来 体现 的 . 这 一 节 , 我 们 重点 来 看 一 看 向 量 的 内 积 
写 外 积 在 处 理 立 体 几何 问题 中 的 一 些 应 用 与 应 用 方法 . 

1. 空间 回 基 的 数量 积 ( 内 积 ) 及 应 用 


设 向 量 之 一 aii 十 azj 十 ai ,6 二 bi 十 by 十 bs , 则 其 数量 积 为 一 实数 ;42 。 
p 二 qibi 二 asbs 十 asbs 且 &4 "6 二 |a116b|cos(4#,6). 空间 向 量 的 数量 积 与 两 向 量 
所 成 的 角 紧 密 联 系 在 一 起 ,因此 ,在 讨论 空间 直线 与 直线 .直线 与 平面 .平面 与 平 
面 的 位 置 关 系 时 , 常 可 运用 向 量 的 数量 积 运算 来 处 理 . 在 讨论 空间 二 直线 共 面 或 
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异 面 时 , 因 均 可 归结 为 共 面 的 情形 处 理 , 因 而 也 可 运用 向 量 的 数量 积 运 算 来 处 
理 . 这 样 处 理 , 可 以 把 几何 论证 代数 化 . 

立体 几何 中 的 一 些 垂直 问题 ,运用 问 量 的 空间 结构 符 点 及 数量 积 来 处 理 非 
党 方便 . 

例 1 线 面 垂直 的 判定 定理 的 向 量 证 法 . 

直线 和 平面 垂直 的 判定 定理 如果 一 条 直线 和 一 个 平面 内 的 两 条 相交 直线 
都 垂直 ,那么 这 条 直线 垂直 于 这 个 平面 . 

已 知 ; 如 图 7-2,mCanCaym[n= 二 Bl | mj! | nn. 

求证 :! | a. 

证 有 表 设 g 是 平面 a 内 任意 一 条 直线 ,又 设 直 线 /mm、 
n.g 上 分 别 有 非 零 向 量 / , 刺 , 元 , 闻 , 由 于 六 ,区 是 平面 内 两 条 
不 共 线 向量 , 则 由 平面 向 量 基 本 定理 , 知 


gg 二 AMm++AsNn. 


由 ! mm 得 到 !/ 。 天 =0,/ 元 一 0. 
所 以 /太一 / 。( 珊 十 1 元) 
一 。( 访 ) 十 ，(As。 郑 ) 
一 1 (1 。 硕 ) 十 1 (7 元) 
0., 
从 而 /158, 则 直线 /1 8g, 而 g 是 平面 内 任意 一 条 直线 ,由 直线 与 平面 垂直 的 定 
义 知 (|a. 证 毕 . 
在 处 理 有 关 问 题 时 ,常用 到 空间 向 量 的 下 列 有 趣 结 
论 及 数量 积 性 质 : 
设 O4,O5,OC 是 空间 中 的 三 个 共 点 不 共 面 的 向 量 ， 
如 图 7-3, 则 有 
(1) OA+BC=OC+BA, 4 C 
OB+CA=OA+CB, 
OC+AB=O0B+AC. 
( 即 按 一 定 顺 序 对 棱 所 表示 的 向 量 之 和 相等 ) 图 7-3 
(2) 04. BC+OB . CA+OC . AB=0. 
( 即 空 间 四 面体 其 顶点 的 三 个 向 量 , 每 一 个 向 量 与 其 他 两 个 向 量 的 差 的 数量 
积 的 顺序 之 和 等 于 零 ) 
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证 明 (1) 可 由 问 量 的 运算 性 质 直接 得 到 .( 赂 ) 
(2) 因为 BC=BO+OC, 所 以 
OA . BC+OB. CA+OC . AB 
=04. BO+OA. OC+0B. CA+OC . AB 
=OC. (OA+AB)+0B. (CA+AO) 
=OC .08+O8 . CO 
= 
当 OA,O0B,OC 是 共 线 向 量 时 ,由 (2) 可 得 下 面 的 有 趣 结 论 
OA . BC+OC . AB=08 . AC. 
例 2 证 明 : 四 面体 对 棱 夹 角 公 式 . 
在 四 面体 ABCD 中 , 设 棱 AD 和 BC 所 成 的 角 为 c, 则 


一 (4AB: 十 CD2) 一 (AC2 十 有 D: ) 4 
es 24AD 。BC 
证 明 如 图 7-4, 由 空间 向 量 性 质 , 知 
AD. BC+AB. CD+AC . DB=0. B D 


所 以 AD. BC=AB .DC-AC. DB( 汪 音 CPD= DO. 
又 因为 AD .BC=|AD 1 BClcos( AD,BC,, 
AB . DEC—AC. DB 


所 以 cos( AD, BC) = 一 一 一 二 
1AD | BC| 


图 7-4 
(AB+DO:—AB: -DC (AC+DB): AC -DB\ /> -> 

/vd 

(注意 26 .66==(a 二 6) 一 6 一 Bb?’). 

注意 到 空间 向 量 性 质 AB+DC=AC+DB. 


— Ar2 i A 
所 以 上 式 cos(AD,BC;=AC DB 一 AB 一 PC 


214D1 BC 
-as 2 2~Y 2 2 
于 是 cos a 一 |cos(AD,BCOC)|= 人 


以 问 量 数量 积 为 工具 ,解决 立体 几何 中 求 角度 .距离 等 问题 ,可 以 减少 辅助 
线 的 添加 ,还 可 避 开 一 些 较 复杂 的 空间 图 形 ,降低 了 解 题 难度 , 且 思 路 明确 ,易于 
下 手 ,过程 程序 化 ,易于 接受 . 

例 3 三 设 法 向 量 ( 即 与 平面 垂直 的 方向 向 量 ) 求 点 面 距离 与 线 面 角 . 
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己 知 校 长 为 l 的 正方 体 ABCD -~- ABICDi,E,F 分 别 是 核 吃 1 (1 和 CiD) 
的 中 点 . 

(1) 求证 :FF.F、.B、D 共 面 ，; 

(2) 求 点 A1 到 平面 BDFE 的 距离 . 

(3) 求 直 线 A,D 与 平面 BDFE 所 成 
的 角 . 

解 建立 如 图 7 -5 所 示 的 空间 直角 坐 
标 系 了 DD-xyz. 则 DC0,0,0),B(1,1,0),FE 


二 


(1) 由 有 5= (1,1,0) ,FE 一 ( 志 , 却 ,0) 知 


DB=2? FE, 故 EF .B.D 共 面 . 
(2) 设 苑 = (rz,y,z) 是 平面 BDFE 的 法 向 量 . 由 元 | DB,7 | DF, DB 一 


(1,1,0),DF= (0, 却 ,1) 得 


一 


元 。DB= zx 十 y 一 0， Ty， 
] 一 
ne. DF=3yTz=0 


一 一 攻 
之 7 


设 点 A, 在 平面 BDFE 上 的 射影 为 万 ,连结 A1D, 因 A1D 是 平面 BDFE 的 
斜 线段 , 令 y 三 1, 得 ji 二 (一 1,1, 一 却 ), 则 


cos(AD,AFB)=— A 7 2 
In|。|A.D| 


于 是 |A,HI| 一 1A.D| . cos(AID,A,H)=V2， 1. 


所 以 ,点 Al 到 平面 BDFE 的 距离 为 1. 

(3) 由 (2) 知 DA1H==45", 人 AIDH 是 直线 A1D 与 平面 BDFE 所 成 角 ， 
HALDAIH+ /ADH=90°, 所 以 /AIDH=45°, 

最 后 ,我 们 顺便 指出 ,利用 数量 积 , 建 立 平面 方程 是 很 方便 的 . 

设 平面 x 的 一 个 法 向 量 为 户 , 定 点 为 M ,于 是 过 Mo 且 具 有 法 向 量 5 的 平 
面 就 唯一 确定 了 . 


设 M 是 平面 x 上 任 一 点 ,; 则 MM1P;, 从 而 pp ，MM=0, 即 (7 一 关 ) 二 0 
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(其 中 ,六 分 别 表示 点 M 及 M 的 向 径 OM 及 OM ). 
此 式 称 为 平面 方程 的 向 量 表示 . 
2. 空间 向 量 的 向 量 积 (外 积 ) 及 应 用 


空间 两 非 零 向 量 .2 的 向 量 积 是 一 个 向 量 忆 ,其 方向 与 ,6 都 垂直 , 且 也 ， 
b,c 构成 右手 系 . 由 于 两 向 量 4 与 6 的 向 量 积 立 X 的 模 为 |a X65|= 
121sin( 人 0》, 即 两 向 量 的 向 量 积 与 两 向 量 的 模 构成 的 平行 四 边 形 面积 紧 
密 联 系 在 一 起 ,从 而 运用 向 量 积 可 以 处 理 立 体 几 何 的 有 关 面 积 问 题 . 同时 ,还 可 
得 到 : 

(1) 4 与 6 共 线 (平行 ) 时 , 则 a X65==0， 

(2) 两 向 量 的 向 量 积 与 数量 积 有 关系 式 : (a X65)? 十 (@ .56)? 二 |a|:161?; 

(3) 在 AABC 中 , 必 有 向 量 等 式 ABXBC=BCXCA=CAXAB 成 立 ， 

如 果 将 空间 三 个 向 量 2,5,¢ 中 的 向 量 z 与 5 .2 的 向 量 积 作 数 量 积 , 则 得 到 
混合 积 &. (bX6) ,混合 积 的 绝对 值 等 于 以 ,6,E 的 模 为 公共 顶点 的 楼 的 平行 
六 面体 的 体积 . 从 混合 积 的 几何 意义 出 发 ,可 得 到 求 两 条 异 面 直线 距离 的 方法 ， 
用 于 处 理 与 寞 面 直线 距离 相关 的 一 些 问题 . 设 d 为 两 条 异 面 直线 BC ,BiD, 所 
在 直线 的 距离 , 则 

J BCXB'D). BB| 
|BCX BD, | 
又 奇 设 =x,y 9 2) 0 = ra, yz ) = (ri ,yz ) :NO 


tl] 1 之 ] 


3 Yi3 之 3 

利用 空间 向 量 的 向 量 积 ,建立 空间 直线 的 方程 是 方便 的 . 

设 直线 / 的 方向 向 量 为 6 ,又 知 ! 上 一 个 定点 Mu ,于 是 过 定点 M, 且 与 方向 
呵 量 平行 的 直线 ;的 方程 就 唯一 确定 了 . 

设 M 是 1 上 任 一 点 ,由 MM/6, 则 Mo。MX5==6. 或 利用 MM=16 (一 00 二 1 二 co)， 
而 MoM 一 OM 一 OM = 一 过 时 , 则 产 = 芝 十 万 称 为 直线 方程 的 点 向 式 . 

若 给 定 不 同 的 两 点 C,DEL, 有 OC=2,O0D=2j, 则 了 =z--2, 日 二 2 十 1(2 一 2) 
为 直线 的 两 点 式 方程 . 

例 4 如 图 7 -6, 已 知 四 棱锥 己 -4BCD 的 底面 ABCD 是 一 萎 形 ,又 
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了 PAB= PAD. 求 证 :平面 PAC | 后面 ABCD. 

证 明 因 ACX AP 是 平面 PAC 的 法 向 量 ， p 
ABx AD 是 底面 ABCD 的 法 向 量 ,下 面 计算 数 
量 积 (4BXxAD) . (ACXAP), 并 把 此 积 看 成 三 
个 向 量 ABXAD.、AC、AP 的 混合 积 . 即 

(ABX AD) . (ACXAP) 

=[(ABXAD)xAC]. AP 图 7-6 

=[(AB. AC)AD— (AD . AC)AB]. AP 

=(AB. AC(AD. AP)— (AD. AO (AB . AP), 

又 因为 AB: AC=|AB I AC|cos(AB,AC), 

AD. AP=|AD | APleos(AD,AP). 
AB. AP= AB | APlcos(AB,AP) ， 
AD . AC= AD | AClcos (AD, AC)». 
根据 已 知 条 件 人 BAC= 人 DAC, /PAD 一 /PAB, 有 
cos( AB,AC)=cos(AD,AC) ,cos(AD, AP)—cos(AB,AP,. 
所 以 (ABXAD) . (ACXAP) 
=|ABI ACI ADI APl[cos(AB, AC) . cos(AD,AP)— cos( AD, 
AC) 。 cos(AB,AP)] 
_0, 
放 ABX AD| ACXAP( 从 而 得 知 平面 PAC| 底面 ABCD). 


避 各 7.3 


1. 在 正方 体 ABCD -4 BCD 中 ,求证 :对 角 线 A1C 垂直 于 4 ,Bi ,Di, 三 
点 所 确定 的 平面 . 

2. AB,BC,CD 是 不 在 同一 平面 内 的 三 条 线段 ,求证 ;过 这 三 条 线段 中 点 的 
平面 与 AC ,BD 平行 . 
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丫 量 是 数学 中 的 重要 概念 之 一 , 它 广泛 应 用 于 生产 实践 和 科学 研究 中 . 向 量 
在 芯 体 几何 中 应 用 更 为 直接 ,是 因为 立体 几何 中 的 两 类 主要 问题 :几何 元 素 间 的 
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位 置 关 系 和 度量 关系 几乎 都 可 以 通过 问 量 运算 来 解决 . 

与 一 个 非 零 向 量 共 线 (平行 ) 的 问 量 的 充 要 条 件 .平面 回 量 的 分 解 定理 .空间 
癌 量 的 分 解 定 理 , 这 三 个 逐步 深入 的 定理 是 应 用 向 量 解 决 问 题 的 理论 基础 . 在 中 
学 阶段 ,可 以 根据 不 同 的 教学 目标 采用 证 明 或 者 直接 用 向 量 图 加 以 说 明 的 方法 
使 学 生理 解 . 此 时 学 生 对 空间 结构 能 有 初步 的 认识 ,了 解 直 线 上 的 向 量 可 以 由 一 
个 非 等 向 量 生 成 ,平面 上 的 向 量 可 以 由 两 个 不 共 线 的 向量 生成 ,空间 中 的 向 量 可 
以 由 三 个 不 共 面 的 向 量 生成 ,建立 基 的 概念 .将 向 量 应 用 到 立体 几何 教学 中 ,不 
但 使 有 关 问 题 处 理 得 简洁 漂亮 ,而 且 反 复 的 应 用 ,还 使 学 生 熟 悉 了 向 量 的 线性 运 
算 和 内 积 运算 ,更 重要 的 是 学 会 了 运用 空间 结构 解决 问题 的 思维 方法 , 即 : 将 相 
关 问 量 表 示 为 基 向 量 的 线性 组 合 , 把 问题 转化 为 基 向 量 的 运算 问题 . 这 与 综合 法 
(主要 是 把 空间 图 形 关系 转化 为 平面 图 形 关 系 ) 相 比 ,显然 是 更 高 的 数学 思维 方 
式 ,人 它 抓 住 了 空间 的 主要 特征 和 内 在 规律 ,使 “纷繁 复杂 的 现象 变 得 井然 有 序 ”. 

我 们 曾 在 平面 几何 的 向 量 法 解 题 中 指出 :向 量 法 的 特点 是 形 数 结合 ,运算 有 
章 可 循 , 既 有 综合 法 的 灵巧 ,又 有 坐标 法 的 方便 ,能 把 综合 法 与 坐标 法 有 机 地 结 
合 在 一 起 . 在 立体 几何 中 更 体现 出 这 种 特点 . 它 克服 了 在 某 些 立体 几何 问题 中 运 
用 综合 法 论证 常 需要 添置 若 于 辅助 线 ( 辅 助 图 ) 而 显得 不 易 提 摸 的 缺点 ,同时 向 
量 公式 不 依赖 于 坐标 系 . 因而 在 很 多 情形 下 向 量 法 求解 立体 几何 问题 具有 一 定 
的 优越 性 . 

下 面 ,我 们 应 用 向 量 方 法 和 综合 法 求解 一 道 问 题 ， 

例 ”如 图 7 -7, 已 知 平行 六 面体 ABCD -ABC,D, 的 底面 ABCD 是 莱 形 ， 


上 且 LC1CB=LCCD== BCD=60" (1) 证 明 ;C,C | BD; (2) 当 寺 的 值 为 多 
少时 ,能 使 A1,Cl| 平面 C; BD? 请 给 出 证 明 . 

回 量 方法 求解 : 

(1) 取 CD,CB,CC, 为 空间 的 一 组 基 向 量 . 因为 B= CD 一 0B, 人 CCB= 
一 BCD=60", 且 4BCD 是 菱形 , 则 1CD|= 1C5|. 

所 以 CC ， BD=CC . (CD— cB) 

=CC, . CD—CC; . CB=0. 

于 是 CC BPD. 

C2) 没 和 一 4 之 0), 即 1C 访 | =41CC I 时 |， 
能 使 A1C 上 平面 CBD. 由 CDNBD=D, 知 
AiCl 平 面 CIBDOOAICLCDE 有 AC | BD 
AC. CD=0,AC. BD=0. 图 7-7 
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因为 A.C=AA+AD+DC=— (CD+CB+CC) ,CD=CD- CC ,(CB， 
CD =—60°,.CB,CC ;=60°,|1CD|=1CB|, 所 以 


AC. CD=-HCD CD. CC+4+CB. CD-CB. CO HTCC .CD 一 1cC |’) 
=— CC + FX 1c AICC 2 |CC |:) 


(er 


所 以 A 记 。 CD=03A 34-1=03(4 一 1)(34 十 2)==0, 而 A>0; 从 而 


1 二 1. 可 以 验证 当 4=1 时, AC .BD=0. 

上 述 过 程 已 证 明 , 当 三 一 1, 能 使 AC 上 平面 C1BD. 

如 果 上 例 改 用 综合 法 求解 , 则 须 添 加 一 些 辅 助 线 . 

(1) 连结 A;C; ,AC, 设 AC 和 BD 交 于 0O, 连 结 C1,0, 如 图 7 -7. 因 四 边 形 
ABCD 是 攻 形 , 旦 BCD=60", 则 AC | BD,BD=CD. 

又 ABCCI=DCC CIC 公用 ,有 人 AC) BCS2AC DC 


但 AC1BD,ACnCGIO=O, 从 而 BD | 平面 AC)， 
又 CCC 平面 4AC , 故 CC | BD. 


(2) 当 志 = 二 ] 时 ,能 使 A,C | 平面 C,BD. 
捉 实 上 ， 自信 =1, 已 知 BC=CD=CC. 又 LBCD= /CCB= /CCD, 由 
- ] 


此 可 推 得 BD 二 CB 二 C,D， 从 而 知 三 楼 锥 C-ClBD 是 正三 棱锥 ， 

设 AC 与 GO 相交 于 G, 由 AC/AC, 且 AC :0C=2:1, 则 GG:GO=2:1. 

得 到 CO 是 正三 角形 C,BD 的 边 BD 上 的 高 和 中 线 , 则 点 G 是 正三 角形 
C,BD 的 中 心 ， 

故 (GJ 平面 (BD, 即 A1C | 平面 CBD. 

从 上 述 两 种 求解 方法 来 看 ,各 有 各 的 特色 ,各 有 各 的 优点 .在 此 ,我 们 还 须 指 
出 :综合 法 是 求解 立体 几何 问题 的 一 种 基本 方法 .有 些 问 题 采用 向 量 法 不 简便 
时 ,还 是 采用 综合 法 . 

例如 在 上 述 例题 条 件 下 ,又 令 CD= 2, CC, = 了, 记 平面 C1BD 为 ,平面 


CBD 为 8, 求 二 面 角 c -BD-A8 的 平面 角 的 余弦 值 . 采用 综合 法 就 简便 一 些 . 
由 ( 工 ) 知 4CLBD,CIOLBD, 知 CIOC 是 二 面 角 a -BD -8 的 平面 角 ,在 
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AC' BC 中 .BC=2,C1C= 访 ,BCC 二 60°, 则 


3 7° 3 。 13 
2“ 一 9 一 一 -一 各 得 一 -一 二 -和 一 一 一 
CiB 2 十 (二 2。2 5 cos 60 三 


又 OCB==30°, 则 OB=BC=1. 


于 是 CO=CiB: 一 OB: 一 全 一 1= 工 ,从 而 CO= 了 .而 CO=CIC 
作 Ci 上 OC, 垂 足 为 可 , 则 点 吾 是 OC 的 中 点 , 且 OH= 网 

、 OH _V3 pg, 
所 以 CosLC0CT0D0 3 为 所 求 ， 


由 于 在 位 置 关系 中 , 线 面 的 垂直 和 平行 的 研究 占有 重要 地 位 ,直线 与 直线 、 
直线 与 平面 .平面 与 平面 互相 垂直 或 平行 的 判定 定理 和 性 质 定理 的 运用 是 学 习 
的 重点 ,也 是 学 习 的 难点 ;在 度量 问题 中 , 角 和 距离 的 计算 是 基础 ,面积 .体积 的 
计算 是 通过 求 有 关 的 角 和 距离 来 得 到 的 ,立体 几何 中 角 和 距离 的 计算 也 是 难点 ， 
因此 ,求解 这 两 大 难点 的 问题 ,往往 要 采用 各 种 各 样 的 方法 ,还 常常 添 作 一 些 畏 
助 图 , 须 运用 综合 的 思路 . 或 者 说 ,立体 几何 中 很 多 问题 的 求解 不 可 忽视 运用 综 
合法 


习 题 7.4 


分 别 用 综合 法 和 疝 量 法 求解 下 述 问 题 . 

1. 正方 形 ABCD 所 在 平面 与 正方 形 ABEF 所 在 平面 成 60" 的 二 面 角 , 求 异 
面 直线 AD 与 BF 所 成 角 的 大 小 (用 余弦 值 表示 ). 

2. 在 正三 棱柱 ABC -4,BiC 中 , 若 AB=v2BB, 求 4B 与 C1,B 所 成 角 的 
度数 . 


第 五 二 ”立体 几何 的 教学 


高 中 学 生 对 立体 几何 的 学 习 普遍 感到 困难 , 究 其 原因 既 有 学 的 原因 ,也 有 教 
的 原因 . 一 方面 是 学 生 的 实际 感知 及 所 具有 的 数学 能 力 一 时 难于 适应 这 种 由 平 
面 到 空间 的 突变 ; 另 一 方面 是 一 些 教师 在 教学 中 忽视 了 理论 联系 实际 这 个 教学 
基本 原则 ,在 教学 中 缺乏 直观 的 空间 模型 演示 和 实验 操作 ,以致 不 能 使 学 生 通 过 
观察 .分析 和 动手 操作 悟 出 立体 几何 问题 的 实质 ,或 者 有 的 教师 只 有 教学 意识 ， 
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缺乏 教学 管理 意识 , 即 只 执行 教学 的 过 程 ,缺乏 对 自身 教学 效果 的 评价 及 教学 过 
程 的 调控 管理 ,教学 方法 及 手段 比较 陈旧 ,教学 以 “ 空 ”( 口 讲 笔画 ) 对 “ 空 ”( 立 体 
几何 ) ,难以 激发 学 生 的 学 习 兴 趣 和 调动 其 积极 性 . 

根据 这 种 情况 ,立体 几何 的 教学 应 关注 如 下 层面 的 教学 工作 :加 强直 观感 
知 ,进行 操作 确认 ;重视 语言 互 译 ,立足 基 面 识 性 ;重视 思维 过 程 ,加强 教 学 设计 ; 
尽 可 能 使 用 几何 教育 软件 等 ， 

1. 加 强直 观感 知 ,进行 操作 确认 ,促进 空间 概念 的 建立 

立体 几何 教材 是 在 比较 纯粹 的 状况 下 研究 空间 形式 的 关系 , 它 焰 客观 对 象 
所 具有 的 其 他 特征 抛 开 , 而 抽象 出 其 标准 或 理想 形式 进行 研究 ,这 就 构成 立体 几 
何 教学 的 难度 . 但 数学 的 抽象 并 不 排斥 具体 性 ,恰恰 相反 ,现实 具体 的 素材 是 认 
识 空间 形式 的 基础 ,是 过 渡 到 抽象 概念 和 命题 必 不 可 少 的 初始 环节 ,是 理性 思维 
的 初级 阶段 . 因此 ,在 立体 几何 教学 中 ,直观 感知 应 摆 在 首要 的 位 置 . 应 充分 利用 
日 常生 活 中 的 实例 或 制作 直观 模型 或 设计 典型 的 空间 模型 实验 ,让 学 生 直 观 地 
感受 到 立体 几何 问题 抽象 结论 的 实际 背景 ,充分 调动 学 生 的 感觉 器 官 ,形成 丰富 
的 直观 感知 .并 在 此 基础 上 ,让 学 生 亲 自 操作 加 以 确认 ,促进 学 生 空 间 概 念 的 
建立 . 

2. 重视 语言 互 译 , 立 足 基 面 识 性 ,加 速 空 间 观念 的 形成 

立体 几何 中 有 文字 语言 .符号 语言 .图 形 语 言 ,但 它们 间 的 互 译 是 学 生 学 习 
立体 几何 的 一 道 高 门槛 . 数学 内 容 是 用 数学 语言 表述 的 ,数学 语言 也 是 数学 思维 
的 载体 ,立体 几何 的 教学 应 特别 重视 三 种 数学 语言 及 其 互 译 的 教学 . 

如 果 对 三 种 语言 的 互 译 进行 训练 示范 重视 不 够 ,甚至 没有 这 方面 的 意识 , 则 
必 将 影响 立体 几何 教学 质量 . 因此 不 仅 要 在 立体 几何 的 概念 ,公式 .定理 的 教学 
中 ,着 意 培养 学 生 这 三 种 数学 语言 间 的 互 译 能 力 , 而 且 在 引导 学 生 分 析 、 解 决 立 
体 几 何 问题 的 过 程 中 ,也 要 着 意 培养 学 生 这 三 种 数学 语言 间 的 互 译 能 力 . 

例 1 对 于 直线 m、n 和 平面 a、8,a 1 8 的 一 个 充分 条 件 是 ( ” ). 

(A) mi| nm//anlB 

(B) ml|n,afl8=m,nCa 

(C) NAN1 BmCa 

(D)m/nmlanip 

分 析 本题 中 涉及 的 基本 线 面 关 系 都 是 用 符号 语言 表述 的 , 须 作 适当 的 语 
言 翻译 , 弄 清 题 意 ,才能 作出 正确 的 判断 . 对 于 选择 支 (A), 翻译 成 文字 语言 是 : 
两 个 平面 分 别 平行 于 两 条 垂直 的 直线 中 的 一 条 , 则 这 两 个 平面 垂直 . 这 显然 是 一 
个 假 命 题 , 对 于 选择 支 (B) ,翻译 成 图 形 语言 可 以 如 图 7 -8 所 示 . 由 此 即 可 作出 


判断 :a 与 8 不 一 定 垂直 . 对 于 选择 (C), 用 符号 语言 推理 是 ,” "| =>" 人 


~ 
1 8 mCa 
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1 上 pB. 因 而 选 (C). 为 什么 (D) 是 错误 的 呢 ? 对 于 选择 


、 二 。 m//n nla 、 
支 (D) ,用 符号 语 推理 是 ,| 一 Te, 这 
与 8 相悖 . 
在 处 理 立 体 几何 问题 中 , 选 一 个 平面 作为 认识 位 


置 结 构 的 基础 ,其 他 元 素 看 作 定 义 为 这 个 平面 的 元 
素 ,如 平面 内 的 点 ,平面 外 的 点 ;平面 内 的 直线 ,平面 
的 平行 线 ,平面 的 垂 线 ,平面 的 斜 线 等 等 . 这 里 ,我 们 把 为 建立 空间 观念 的 这 个 平 
面 , 称 为 认识 立体 几何 问题 的 基础 平面 ,简称 为 基 面 . 这 既是 根据 生活 现实 又 遵 
循 认识 规律 的 一 个 立足 点 . 立体 几何 教材 中 的 图 形 , 多 以 水 平面 为 基 面 ,所 以 我 
们 在 认识 立体 几何 问题 和 解决 立体 几何 问题 时 , 常 以 水 平面 为 基 面 . 角 与 距离 是 
立体 几何 讨论 的 重点 ,在 解决 这 类 问题 时 , 常 将 立体 几何 问题 化 归 为 平面 几何 问 
题 计算 ,由 于 基 面 中 往往 集中 了 充足 的 数据 ,在 计算 时 ,能 够 发 挥 基 面 的 优势 . 基 
面 选 好 了 ,不 仅 有 利于 发 掘 各 元 素 的 功能 ,而 且 可 把 有 利 因素 与 问题 需求 集中 到 
基 面 上 解决 . 

注意 到 平面 与 牌 线 不 可 分 离 ,如 果 说 基 面 是 解决 问题 的 基础 (也 是 认识 问题 和 
创设 问题 的 基础 ) , 垂 线 中 的 主 垂 线 像 中 柱 一 样 起 着 主要 作用 一 一 突破 口 .支柱 ( 支 
撑 着 斜面 、 斜 线 ,把 斜面 和 和 斜 线 的 信息 传递 到 基 面 上 来 ) 枢 纽 . 立足 基 面 识 性 ,把 握 
主线 联想 是 学 好 立体 几何 的 一 种 策略 ,也 是 加 速 空间 观念 形成 的 重要 措施 . 

3. 重视 知识 形成 的 思维 过 程 ,加 强 教学 设计 

立体 几何 教学 应 关注 思维 过 程 的 教学 ,特别 是 概念 教学 中 ,应 关注 概念 形成 
的 思维 过 程 . 课本 中 反映 概念 的 图 形 , 通 常 以 标准 位 置 给 出 ,由 于 标准 图 形 的 特 
殊 性 ,容易 导致 学 生机 械 的 识 记 和 思维 的 呆滞 ,教师 应 尽 可 能 利用 图 形 位 置 的 变 
化 和 衬托 背景 的 变换 ,反复 变更 概念 的 非 本 质 属性 ,突出 且 保 持 概念 的 内 涵 特 
作 ,关注 学 生 形成 正确 概念 的 思维 过 程 . 比如 ,二 面 角 的 平面 角 可 以 在 课本 标准 
图 的 基础 上 出 示 一 系列 的 变 式 图 . 我 们 要 在 运动 变化 的 思维 过 程 中 抽象 出 概念 ， 
从 分 析 探 索 的 思维 过 程 中 培养 空间 想像 能 力 . 立体 几何 任 一 概念 都 处 于 一 定 的 概 
念 系统 中 ,用 收缩 或 扩大 的 动态 思维 启发 学 生 建 立 概念 的 网 络 系统 ,可 以 防止 易 混 
慨 念 的 负 迁 移 ,突出 相 邻 概念 的 联系 与 区 别 ,深化 各 概念 内 涵 与 外 延 的 认识 ， 

科学 的 教学 设计 是 关注 思维 过 程 教学 的 重要 保证 . 因而 教学 设计 一 定 要 遵 
逢 科学 方法 论 的 几 个 基本 原理 :一 是 要 根据 信息 论 有 序 性 原理 ,由 知识 构成 、 层 
次 的 顺序 编制 教学 目标 . 违背 教学 目标 的 有 序 性 ,就 会 给 教学 带 来 极 大 的 困难 ， 
于 至 教学 失败 . 学 生 空间 想像 能 力 的 形成 、 非 智力 品质 发 展 等 内 容 均 是 由 低级 状 
态 到 高 级 状态 进行 有 序 发 展 的 . 二 是 要 根据 控制 论 的 反馈 性 原理 ,实现 对 教学 的 


图 7-8 
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控制 . 数学 教学 是 一 种 有 目的 的 行为 ,教学 目标 是 否 达到 ,空间 模型 实验 .多 媒体 
的 方法 是 否 合 理 有 序 , 神 要 通过 获取 信息 予以 评价 . 通过 反馈 教学 节奏 和 效果 ， 
增 大 学 生 在 谍 和 党 活动 的 力度 ,发 挥 学 生 的 主体 作用 ,无 疑 会 促进 师 生 交流 ,达到 
数学 目标 . 三 要 根据 系统 论 的 整体 性 原理 ,组 成 合理 的 数学 结构 系统 . 首先 让 立 
体 几何 教学 成 为 一 个 开放 的 多 级 相互 作用 的 子 系统 ,再 促进 各 子 系统 渗透 、 融 
合 , 最 后 形成 合理 的 、 完 整 的 教学 结构 系统 ,实现 教学 的 整体 功能 大 于 各 子 系统 
的 功能 之 和 . 例如 ,多 面体 和 旋转 体 这 部 分 内 容 公 式 多 .计算 多 ,推理 论证 少 ,如 
果 认 真 研 究 教材 ,就 可 挖 据 出 教材 中 的 思想 体系 ,也 会 发 现 这 一 部 分 内 容 包 含有 
丰富 的 数学 内 容 和 重要 的 数学 思想 方法 . 通过 特殊 几何 体 概念 ,性 质 教学 ,逐步 
让 学 生 人 掌握 研究 问题 的 方法 :通过 处 理 特 殊 几 何 体 中 有 关 计 算 问 题 的 方法 ,如 市 
截 法 处 理 旋 转 体 的 面积 和 体积 ,逐步 让 学 生 人 掌握 化 归 、 极 限 等 思想 方法 . 
例 2 关于 球 的 体积 公式 的 推 证 问题 . 


学 生 难 以 理解 课本 上 怎么 一 下 子 提出 了 Vy 一 5-xR' ,更 难以 理解 为 什么 要 


用 一 底 半 径 和 高 都 是 R 的 圆柱 中 间 控 出 一 个 倒置 的 圆锥 来 推 证 Ven 一 之 xR"， 


针对 这 种 情形 ,可 以 这 样 进行 教学 设计 : 
先 投影 (或 挂 出 小 黑板 ) ,如 图 7 - 9. 考察 等 底 等 高 ( 底 半 径 和 高 都 是 尺 ) 的 圆 
柱 .圆锥 与 球 的 关系 . 


(a) (b) (c) 
图 7-9 


思考 .上 图 中 Vg 柱 、V 半球 、V 网 久 的 大 小 关系 怎样 ? 
学 生得 出 :向 柱 > 半球 > 两 外 , 即 伍 xR: >Vym >5xR:. 
猜想 : Vyx 一 ? (激励 ) 你 期 望 V# 妇 一 ? 


学 生 狂 到. Vy = xR’. 


启发 : 欲 证 Vn 一 邱 rR: 正确 , 依 祖 蜡 原理 ,关键 是 构造 一 个 与 半球 等 底 等 


高 的 等 积 体 . 考察 半球 截面 有 何 特征 ? 这 里 的 -5 xR* 能 否 用 圆柱 和 圆锥 的 体积 


Fr 
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来 表示 ? 
由 于 Swg 一 xR 一 LL) 二 xR’: 一 xL’(0<LSR). 
变换 角 鹿 可 看 成 两 个 同心 圆 的 面积 差 : 


对 今 辐 环 =xR’—xL’ = SK 一 SS 不 国 一 驴 首 量 一 四 变 量 。 

确定 常量 ;截面 积 为 xR* (常量 ) 的 几何 体 为 圆柱 . 

研究 变量 :截面 积 为 xL’:(L:;0 一 R,S;xR:->0) 的 几何 体 为 一 个 倒立 的 圆锥 . 

学 生 可 联想 ,xR 一 xR’ 一 xR 

猜想 :所 需 构 造 的 等 积 体 是 与 半球 等 高 的 圆柱 中 间 控 去 一 个 等 底 等 高 的 倒 
置 的 圆锥 . 

引导 学 生 证 明 , 上 述 猜想 的 参照 体 满足 与 半球 等 底 同 高 且 等 高 的 截面 面积 
相等 ,这 样 利 用 祖 蜡 原 理 , 即 可 证 明 Vx 一 xR ,从 而 得 到 Vs — xR 

4. 尽量 使 用 几何 教育 软件 

在 立体 几何 教学 中 ,要 尽 可 能 发 挥 几何 教育 软件 的 作用 . 


习 题 7.5 


1. 蚊 样 培养 空间 想像 能 力 , 谈 谈 自己 的 想法 . 
2， 在 立体 几何 概念 教学 中 ,要 注意 些 什 么 ? 


第 从 六 求解 立体 几何 问题 的 算法 化 表述 


在 求解 立体 几何 问题 时 ,经 常 发 生 某 些 学生 在 求解 表述 中 省 略 关 键 步骤 、 跳 
步 .图 形 与 书写 相 脱 离 或 书写 混乱 、 条 理 不 清 等 问题 . 为 了 使 学 生 在 表述 求解 问 
题 时 更 加 有 条 理 、 规 范 , 养 成 良好 的 思维 品质 ,我 们 应 引导 学 生 运 用 最 优化 思想 
方法 探讨 表述 的 算法 化 环节 . 最 优化 思想 方法 就 是 把 整个 系统 分 成 不 同 的 等 级 
和 层次 ,在 系统 运动 中 协调 整体 与 局 部 的 关系 ,使 部 分 的 功能 和 目标 服从 于 系统 
总 体 的 最 佳 目标 ,从 而 使 系统 达到 最 优 状 态 . 在 解 题 教学 实践 中 ,我 们 可 以 发 现 : 
证 明 题 的 算法 化 表述 可 以 归结 为 一 系列 的 三 段 论 :大 前 提 一 小 前 提 一 结论 的 恰 
当 组 合 ;计算 题 的 算法 化 表述 可 以 归结 为 “ 寻 一 证 一 点 一 算 ”“ 寻 ”, 即 由 题 意 寻 
找 或 作出 正确 图 形 ,根据 需要 作出 辅助 直线 或 平面 . 有 的 题目 中 的 辅助 线 面 较 
多 ,还 要 写 清 成 图 过 程 . 注 明 字母 ,或 根据 题 意 ,在 已 给 出 的 图 中 寻找 所 需要 的 图 
形 “ 证 ,就 是 从 题 设 条 件 出 发 ,从 已 学 公理 .定理 .定义 出 发 论证 清楚 所 求 的 
“ 角 ” “距离 ”等 ,这 是 解 题 的 根据 所 在 ,重点 所 在 ,不 能 一 笔 带 过 .“ 点 ”就 是 在 前 
面 证 明 的 基础 上 ,点 明 所 求 的 对 象 ,“ 算 ”, 就 是 根据 题 设 条 件 及 已 论证 清楚 的 结论 ， 
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计算 出 所 要 求 的 最 后 结果 . --- 般 来 说 ,计算 过 程 不 要 写 得 太 长 ,突出 主要 过 程 即 可 ， 

证 明 题 的 例子 见 下 一 节 . 这 里 仅 给 出 计算 题 的 例子 ， 

例 1 如 图 7-10, 过 正方 形 ABCD 的 顶点 A 作 
PA | 平面 ABCD. 设 PA=AB=a. : 

(1) 求 二 面 角 B-PC-D 的 大 小 ;(2) 求 平 面 o 
PAB 和 平面 PCD 所 成 二 面 角 的 大 小 . 

解 (1)( 寻 ) 在 平面 PBC 内 , 作 BE | PC 于 EE， 
连结 DE. 

(证 ) 由 P4 上 平面 4BCD.BDTA4C, 根 据 三 垂 线 所 一 C 
定理 知 BD | PC. 于 是 PC | 面 BED, 从 而 ED j_PC. 

(点 ) 故 一 BED 是 二 面 角 B -PC -D 的 平面 角 . 

( 算 ) 在 Rt 人 PAB 中 ,由 PA 一 AB=a, 得 PB=V2a. 

由 PA1 面 ABCD,BC] AB, 知 BC| PB, 故 PC=vVPB 十 BC 二 V3a. 


在 RIAPBC 中 ,BE= 了 8 -BC_Vv 
PC 3 
同 理 DE=Ya 


在 ABDE 中 ,cosABED= 了 EE 一 BP- 二, 即 人 BED=120*. 此 妈 
为 所 求 二 面 角 B -PC ~D 的 大 小 . 

(2) ( 寻 ) 过 PP 作 PQ/ AB. 则 PQC 平 面 PAB. 由 AB/ CD, 知 PQW CD,， 
PQC 平 面 PCD. 故 面 P48B 门 面 PCD= PQ. 

(证 ) 由 PAj」AB,AB// PQ. 知 PA | PQ. 

义 PA1 面 ABCD.CD]AD, 由 三 垂 线 定理 之 道 知 CD | PD. 由 PQ/CD,， 
知 PD | PQ. 

(点 ) 从 而 和 APD 是 平面 PAB 和 平面 PCD 所 成 二 面 角 的 平面 角 . 

( 算 ) 由 PA 二 AB=AD. 知 APD=45". 故 所 求 的 二 面 角 为 45?. 

例 2 如 图 7-11(a), 在 长 方形 ABCD 中 ,4AB=a,BC=pCa>p) ,把 这 个 长 
方形 沿 对 角 线 AC 折 成 等 于 o 的 二 面 角 . 求 这 时 顶点 B,D 间 的 距离 . 

解 (和 寻 ) 作 BE | AC 于 E, 作 DF|AC 于 F. 

(证 ) 由 人 4FEBcpA 人 ABC ABEC， 
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Cc DD 
D 
C 
A 
8 
A B 
(a) (b) 
7 一 
pb a 一 如 
于 是 DF=BE= 一 < 一 ,EF=AC—2CE= . 
Va +b: Va +b: 


( 扩 ) 在 图 7--11(b) 中 ,EF 是 异 面 直线 BE ,DF 的 公 垂 线 ,BD 是 两 异 面 直 
线 BE 与 DF 上 点 B,D 间 的 距离 . 

( 算 ) 设 二 面 角 DD-AC-8B 等 于 og,0 <p<<180 , 知 当 9 为 锐角 时 ,og 等 于 异 
面 直线 BE ,DF 所 成 的 角 ,得 


Q 十 一 2a 0 。，cos 0 
a 二 pb 


当 9p 为 钝 角 时 ,9p 的 补 角 等 于 异 面 直 线 BE ,DF 所 成 的 角 , 得 


加 fa 十 —2ab cos 0 
a 二 + . 
、 _ fa’ _ fa'+b’—2a'b cosoy 
当 为 直角 时 ,BD 一 /9 如. 故 BD 一 /2 人 50s 多 为 所 求 


习 题 7.6 
1， 绪 合 目 己 的 感受 , 谈 谈 求解 立体 几何 问题 的 算法 化 表述 的 几 个 环节 是 
什么 ? 
2. 根据 本 六 中 所 介绍 的 算法 化 表述 的 四 个 环节 表述 一 道 问题 的 求解 . 


BD=vVEF+BE +DF—2BE.: DF. cos yp 一 


a’' +b 二 2a’b’ cos( 180 一 0) 
a + 


BD= 


第 七 立体 几何 例题 求解 及 点 评 


一 、 有 关 线 . 面 关系 的 平行 问题 


例 1 如 图 7-12, 已 知 直 三 棱柱 4 BC -ABC 中 ,BC 一 AICM、N 分 
齐 是 4 Bi 、A4B 的 中 点 ,求证 :平面 AMC /平面 NBiC. 
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证 法 1 在 直 三 棱柱 中 ,因为 M.N 分 别 是 AlB， 4 
AB 的 中 点 , 且 BC 二 AiG ,所 以 CM]|AB,,， 

又 因为 ”平面 4, BC | 平面 A,B1BA， 

所 以 CM 平面 A,B BA. 

同 理 可 得 CN 平面 A,B, BA， 

所 以 CMVACN， 

所 以 CM// 平 面 BNC. 

又 因为 MB, AN， 

所 以 MBINA 是 平行 四 边 形 ， 

所 以 AM/ BIN, 

所 以 AM// 平 面 B,NC. 

x AMNMMC,=M, 

所 以 平面 AMC, /平面 BiNC. 

证 法 2 已 知 直 三 棱柱 A, BC -ABC,M、N 分 
别 为 等 腰 和 人 A4, BC 及 等 腰 和 人 ABC 底 边 上 的 中 点 ， 
所 以 CIMTLAB,CNT LAB, 为 此 ,可 取 六 为 原 
点 ,建立 直角 坐标 系 ( 如 图 7 - 13). 

N(0,0,0),A(—a,0,0),C(0,c,0),B, (a,0,h), 


M(O,0,h),C, (0,， Cy h), AM = (a, 0U， h), MC 


i 了 大 
(0,c,0) ,nn —AM xMC = a 0 hi=(—ch,0,ac); 
0 rcC 0 
NB; = (a,0,h) ,BC=(—a,c, ~—h), 图 7-13 
i jj 大 
ji, = NB, xX B,C= a 0 hh |=(—ch,0,ac). 
—a cc 一 六 


由 于 平面 AMC, 的 法 同 量 7 与 平面 NBiC 的 法 向 量 7; 对 应 坐标 成 比例 ， 
所 以 Wr, ,平面 AMC /平面 NBIC. 

点 评 证 法 1 设法 找 出 两 条 相交 直线 分 别 线 线 平行 ,从 而 推 得 面 面 平 行 , 这 
需要 有 较 强 的 推理 能 力 及 空间 想像 力 ; 

证 法 2 利用 和 欲 证 两 平面 平行 ,转化 为 求证 两 平面 的 法 向 量 平 行 ,为 此 只 要 计 
算 两 问 量 的 回 量 积 即 可 ,运算 较为 方便 . 

例 2 如 图 7-14, 已 知 正方 形 ABCD 所 在 平面 与 正方 形 ABEF 所 在 平面 
互相 垂 吾 ,M、N 分 别 为 对 角 线 AE 和 BD 上 的 点 , 且 AM== DN ,求证 :MN// 平 
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面 BEC. 
证 法 1 过 M.N 分别 作 MP /AB,NQ/ AB 
克 BE 于 P,BC 于 Q, 连 结 PQ. 
MP _ ME_ AE—~AM_ BD-—DN 


由 AB™AE ~ AF ~ BD 
_BN_NeE 
BD DC 
故 NQ= MP. 


显然 MPVNQ， 

所 以 MNQP 是 平行 四 边 形 ， 

所 以 MN/ PQ, 

又 MNC 平 面 BEC， 

PQC 平 面 BEC， 

所 以 MN /平面 BEC. 

证 法 2 如 图 7-15, 建 立 直角 坐标 系 , 过 正方 
形 ABCD 对 角 线 上 点 N, 作 NN | BC,NN, | AB. 

Ni 、N; 分 别 为 其 垂 足 (如 图 7 - 16(a)). 

说 NN,= 二 x,NN,=y,， 

由 rz 二 y, 所 以 N(x,x,0). 图 7-15 

同 理 , 过 点 M 作 MM | BE,MM | AB,M, 、M 分 别 为 其 垂 足 ( 如 图 7- 16(b))， 
过 MM 二 rr,MM,=zx, 

则 z=a—x(AB=a), 

所 以 M(r,0,a~— Xx), 


所 以 MN=(0,x,x 一 a). 
义 设 平面 yBz 的 单位 法 向 量 7, = 二 (1 ,0,0). 
因为 MN no=(0,T,X—a)*。 (1,0,0)=0, 


B MC y F E 
N, 上 M 1 
A x 
D 4 M, B 
x 
(a) (b) 


图 7-16 
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所 以 ”MN 让 , 即 线段 MN /平面 CBE. 

点 评 ”在 证 法 1 中 ,通过 推理 ,证 得 一 个 平行 四 边 形 , 由 线 线 平行 , 推 得 线 面 
平行 ;在 证 法 2 中 ,为 使 欲求 空间 的 点 的 坐标 更 直观 ,将 空间 问题 平面 化 ,如 
图 7 - 16 .使 在 平面 几何 中 考虑 ,可 得 点 M 及 点 N 的 坐标 ,从 而 得 向 量 MN 的 坐 
标 表示 . 欲求 MN 与 某 个 面 平行 ,就 转化 为 MN 与 该 平面 的 法 向 量 垂直 . 证 法 1 需 
作 辅 助 线 ,推理 的 技巧 性 也 较 强 ;而 证 法 2 回避 作 辅 助 线 , 且 证 题 思路 有 规 可 循 . 
由 于 本 题 中 点 的 具体 坐标 可 以 设 而 不 求 , 因 此 降低 了 计算 量 . 


一 、 有 头 线 、 面 关系 的 垂直 问题 


例 3 如 图 7-17, 已 知 直 三 棱柱 A,B,C -ABC 中 ,AC==BC,AC, | 
Ai1B.M.N 分 别 是 A,B 和 AB 的 中 点 . 
求证 : A,B | BC 

证 法 1 在 直 三 棱柱 中 

因为 MM 为 A1Bi 的 中 点 ,又 已 知 4C 一 BiC， 

所 以 C 〇 MAIB. 

又 平面 4, BC | 平面 ABB,A，， 

所 以 CAM 平面 A,B;BA， 

所 以 AM 是 AC, 在 平面 A B, BA 上 的 射影 . 

又 因为 A1B」AC,( 已 知 )， 

所 以 AiB | AM( 三 垂 线 定理 ). 

又 因为 N 是 AB 的 中 点 ， 

所 以 ” AMBIN 是 平行 四 边 形 ,AM// BiN， 

所 以 ”AI1BJ|B,N. 

因为 CN/ CIM,， 

所 以 CN | 平面 A,BBA， 

所 以 ” BIN 是 BiC 在 平面 A1B,BA 上 的 射影 ， 

所 以 4 人 BBC 三 垂 线 定理 )， 

证 法 2 在 直 三 棱柱 中 ,如 图 7 -18, 建 立 坐 
标 系 . 

设 A( 一 a,0,0),B(a,0,0),C(0,c,0),Al(—a,O, 
A) .Bla0,h),C, (0,c,h). 


AB= (2a,0,—h), 


及 Li 一 《人 C :Csh) 9 
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BiC=(—a,c, —h). 
因为 A,B1AC,( 已 知 )， 
所 以 AiB* ACi==0， 
BD 2aXa+0OXc+t+(—h)Xh=0, 


Bp hh’ =2a’, 
所 以 AiB. BC=2aX(—a)+OXct(—h) XE—h) 


二 一 2a 十 有 二 0， 

所 以 AL BiC,， 

所 以 AJ,B]| BC. 

证 法 3 设 A0=a, 则 AO0=08=a,AB=24,0C=z,AA =2, 则 BB = 
CC =6, 则 AC=AO+OC+CC =ad+e+6,AB=AB-AA =24—5. 

因为 ACl | AiB( 已 知 )， 

所 以 AC, . A;B=0, 

Bp (a+e+b) . (24 6)=0, (1) 

由 题 意 知 你 ，c 一 0 

所 以 (1) 式 可 化 为 6:=2a7. 

又 BC=¢-—2, 

BC=BC— BB =¢—a—6, 

所 以 AB.BC=(24—8). (Cad—6) 

= 一 2a? 二 6? 二 0， 

所 以 A1B1BC， 

即 A,B| BC. 

京 评 ”证 法 1 两 次 用 到 了 三 和 钱 线 定理 :第 1 次 是 由 已 知 条 件 满足 三 垂 线 定 
理 , 第 2 次 是 创造 条 件 ,构造 三 垂 线 定理 , 推 理 要 求 较 高 ; 

证 法 2 是 利用 辕 量 的 坐标 表示 ,再 计算 向 量 的 数量 积 ;证 法 3 是 直接 利用 向 
量 的 平行 四 边 形 运 算法 则 ,简化 某 些 运 算 后 再 计 
算 问 量 的 数量 积 ;: 二 者 实质 相同 ,都 是 通 性 通 法 . 

例 4 如 图 7-19, 已 知 直线 /与 平面 a 内 的 
三 条 共 点 直线 所 成 的 角 相 等 .求证 :! | a. 

证 法 1 设 平面 内 的 三 条 共 点 直线 为 a， 
pec. 它们 交 于 点 O. 因为 1 与 a,b 所 成 的 角 相 等 ， 


a -= 
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所 以 1 上 任 一 点 P 在 a 上 的 射影 Q 必 在 a .6 所 成 的 角 或 补 角 的 平分 线 m 上 . 
同 理 P 在 a 上 的 射影 Q 也 在 6、c 所 成 的 角 或 补 角 的 平分 线 n 上 , 即 Q 是 直 

线 m 与 4 的 公共 点 , 即 Q 与 O 重合 . 从 而 PQ 与 ! 重合 ,又 PQ a, 所 以 La 
证 法 2 分 别 计算 7 与 .0 的 数量 积 , 由 已 知 ,得 


.d=|/l| .|alcosb, 


| 


/ 6=|i| 。|12|ecos0， 


1 .zt 一 Ilczlcosb， 


.| 1 1 lc 


pe 


设 2 .os ce 分 别 表示 .6 .< 的 单位 向 量 ， 
于 是 .d= 0, 一/ CC， (1) 
由 于 C6 二 206o 十 BB。,( 其 中 .8 为 非 零 实数 . 否则 c。 与 do 或 5。 共 线 ) 代 
入 上 式 : 
lL * eo =l *» (Aao+BO,o) 


一 人 do 十 BL b, 
=Al ® Co 十 Bl Co 
=A+AL «Co. (2) 


在 (2) 中 ,因为 4 十 8 了 1, 所 以 C= 二 0, 所 以 1 eo. 


同 理 可 得 7 466,l Lao. 

命题 得 证 . 

点 评 证 法 1, 由 已 知 条 件 , 自 然 想到 取 !/ 上 任 一 点 ,其 射影 必 落 在 已 知 两 直 
线 交 角 的 角 平 分 线 或 其 补 角 平分 线 上 ,再 利用 同一 法 ,证 得 线 面 垂直 ,而 掌握 同 
一 法 ,要 求 较 高 . 

证 法 2, 由 已 知 涉 及 等 角 问 题 ,自然 想到 计算 向 量 的 数量 积 , 为 计算 方便 , 引 
人 单位 回 量 . 并 利用 了 共 面 的 三 个 向 量 , 其 中 的 任 一 个 向 量 可 用 另 两 个 向 量 线 性 
表示 . 证 题 思路 清晰 ,有 规 可 循 . 
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三 、 有 关 各 类 的 角 及 距离 问题 
例 5 如 图 7 -20, 在 直 三 棱柱 ABC -ABC 中 ,底面 是 等 采 直 角 三 角形 ， 
一 ACB=90", 侧 棱 AA, =2,D、E 分 别 是 CCi 与 A1B c 


的 中 点 ,在 平面 ABD 上 的 射影 是 人 ABD 的 重 
心 GG. 

求 A1B 与 平面 ABD 所 成 角 的 大 小 . 

解法 1 连结 BG, 则 BG 是 BE 在 平面 ABD 上 
的 射影 , 即 人 EBG 就 是 A,B 与 平面 ABD 所 成 的 角 . 

设 下 为 4B 的 中 点 ,连结 EF、FC, 因 为 DE 分 
别 是 CC 、A;B 的 中 点 ,又 DC 平面 ABC， 

所 以 CDEF 是 和 矩形 ,连结 GE,G 是 八 ABD 的 
重心 

因此 GE DF. 在 Rt 八 EFD 中 ,因为 FG= 5 FD, BF: = FC. FD= 


二 FED:， 又 EF=1. 


4 


所 以 FD=vV3, 于 是 ED-V5,EG- LY = 


CA 


因为 FC 二 ED=V2, 所 以 AB=2V2,AB=2V3,EB==V3. 所 以 
EG _ v6 1 _v2 


APTI EB 3” 3 , 


所 以 ”A,B 与 平面 ABD 所 成 的 角 是 arcsin 2 


解法 2 ”如 图 7-21, 以 C 点 为 原点 ， 
分 别 以 CA、CB.CC, 为 工 轴 、y 轴 、z 轴 ， 
建立 坐标 系 ， 

仿 解 法 1, 可 得 ED=y2= FC. 

由 于 人 4BC 是 等 腰 直 角 三 角形 ,所 以 
AC= BC=2, 

Pb AC2,0,0), BO,2,0),C(0,0,0), 
A,(2,0,2), 

EF 是 A1B 的 中 点 , 故 E(1,1,1)， 图 7 -21 
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FO1,1,0) ,D0,0.D,G (0, 其 一 加 ,下 下)， 
/2 2 1 
Bh G( 李 ,于 , 林 ) 
GE= (了 下 GE 


AiB( 一 2,2, 一 2),14)Bi 一 2V3， 


GE. 人 再 一 二 X( 一 2) 十 村 X2 十 二 X( 一 2) 一 一 二， 


所 以 GE 与 4A1B 所 成 的 角 09 的 余弦 为 


cosb CE AB -2 
IGE| . |AIB| 3 


由 于 GE 是 平面 ABD 的 法 线 ， 


i161 


所 以 A1B 与 GE 所 成 的 角 的 余弦 的 绝对 值 就 是 A1B 与 平面 ABD 所 成 角 的 


正弦 值 . 


因 A1B 与 平面 ABD 所 成 的 角 的 正弦 为 必 , 即 A,B 与 平面 ABD 所 成 的 角 


的 大 小 为 arcsin 业 . 


点 评 在 解法 1 中 ,为 了 求 线 面 角 ,首先 要 构造 角 , 然 后 有 的 放 矢 , 利 用 已 知 


条 件 , 求 出 有 关 线 段 的 长 ,再 利用 三 角 函 数 , 求 出 所 需 的 角 . 


在 解法 2 中 ,利用 向 量 的 数量 积 , 即 可 求 出 线 面 角 . 由 于 避免 了 线 面 角 的 构 
造 ,必然 会 对 空间 想像 力 的 要 求 有 所 下 降 ; 但 是 另 一 方面 ,对 合理 的 选择 建立 坐 
标 系 ,从 而 确定 点 的 坐标 以 及 结合 平面 几何 知识 ,并 对 计算 等 当然 都 有 一 定 


要 求 . 

例 6 如 图 7 -22, 在 棱 长 为 a 的 正方 体 
ABCD -4)BCID 中 ,EF 分别 是 AB 与 BC 
的 中 点 . 

(1) 求 二 面 角 B-FB, -EE 的 大 小 ， 

(2) 求 点 D 到 平面 BEF 的 距离 ; 

(3) 在 校 DD, 上 是 否 存在 一 点 M, 使 BM 
平面 EFB1? 车 能 , 试 确定 点 M 的 位 置 ,否则 请 
说 明理 由 . 
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解法 1 作 BH_| BIF 于 玉 , 连 结 EH, 由 正方 体 的 性 质 知 EB 平面 BCi， 
(1) 由 三 垂 线 定 理 知 EH | BF， 
从 而 人 EHB 就 是 二 面 角 B -BIF -EE 的 平面 角 . 

BFX BB, 


得 BH 二 _a 


_EB_VS 
tanA EHB= #7 2 


BRL /AEHB=arctan 5, 


即 二 面 角 B-B,F-E 的 大 小 为 arctan 5 

(2) 因为 BJE= BJF= DE 一 DF,EF 为 公共 边 , 所 以 人 DEFS 人 已, 左下 ， 
JADEF 一 DAB EF 

设 D 到 平面 B,EF 的 距离 为 h， 

由 Va - DEF 二 VD-B EF. 得 


1 l 
3 DADEF 义 BB OAB EF XxXh, 


得 六 一 BEB 一 a， 

故 DD 到 平面 BEF 的 距离 为 a. 

(3) 设 EF 与 BD 交 于 G ,连结 BiG. 

因为 EF | BD,EF | BB,; ,所 以 EF | 平面 BB,DID, 于 是 平面 BLEF | 平面 
BPB DID 而 BC 即 为 该 两 平面 垂直 相交 的 交 线 ,于 是 可 以 在 平面 BB,D1D 内 
作 BK 上 BiG 于 天 ,延长 后 交 DD, 于 M. 因为 在 一 个 平面 内 作 两 平面 垂直 相交 
的 交 线 的 乖 线 ,该 垂 线 必 垂直 于 另 一 个 平面 , 即 据 两 平面 垂直 的 性 质 定理 知 ， 
BM 平面 BEF, 即 在 DD 上 存在 适合 
条 件 的 点 M. 

在 平面 B, DDB 中 ,由 MB 1B,G, 所 
以 A 人 Bi BGcoABDM, 所 以 4 

BB, BD 


BG DM 


到 BG=Y2a ,BD=V2a,BB, =a, 


故 DM 地 a, 即 M 为 DD, 的 中 点 ， Ela,&,0) Baa0) 


解法 2 建立 直角 坐标 系 ( 如 图 7 - 23)， 图 7 -23 


第 七 节 ”立体 几何 例题 求解 及 上 感 评 163 


(DB ( 一 各 ,0 一 a) , 榈 (多, 一生,0) ,好 一 (一 2,0,0) 


设 平面 EB1F 的 法 向 量 为 7, 则 


I J Kk 
4 0 一 
一 BFEXFE=| 2 “| 
a —a 
2 2 0? 
a a a’ 
(和 ,一 和 ;所 ) 
设 平 面 BBIF 的 法 癌 量 为 7,, 则 
I jj 天 
站 一 和 0 一 4 
n, = BFX BF= 2 
a 
7 U 0 
/oa 
=(0,$,0) 
_1 1 
cos 0 一 LE 一 4 一 4 4 
| 1]\ 2 TAI /1 1\ 3 .上 3 
(3)+(a)+(4) ‘WV(z) 下 
所 以 0=x 一 a 二 x 一 arccos 所 ， 即 g=arctan 2 ， 
此 即 二 面 角 B ~FB, -EE 的 平面 角 . 
(2) 求 点 D 到 平面 B,EF 的 距离 . 在 此 ,不 妨 再 次 推导 
距离 公式 . 
六 平面 BiEF 的 法 癌 量 为 x ,其 单位 法 向 量 为 zo， 
DE. ji, = | DE| * |All cos (x~—a)~—— |DE| ”CosSC 一 DM A 


> 、 
一 qd, 即 d 为 DE 在 单位 向 量 元 上 的 射影 . 其 次 , 据 (1) ,平面 除 
BEF 的 法 向 量 元 = (一作 ,一 亿 , 全 ) ,其 单位 向 量 E£ 
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(下 


而 DEF 一 (<, 生 ,0 ; 
所 以 -=DE. 站 一 (oa 0 。 (于 ,一 了 了 )= 一 学 一 全 = 一 


所 以 .d= 二 4a, 此 即 点 DD 到 平面 B,EF 的 距离 . 
阔 平 面 BiEF 的 单位 法 问 量 x。 的 男 解 : 
设 瑟 和 直 于 平面 已 ERF 的 单位 法 问 量 同一 (zyy:z)， 


_/_ana 
EF= | D ”9D ,0)， 
fa 
BF= | 2 ,0， a )， 
因为 ”jEF, 所 以 jEF=0> 一 从 十 字 ==0， (1) 
内 为 及, | B,F, 所 Bl。 * BIF=0=> 十 az=0， (2) 
Xi 一 x 十 y 十 zx 一 (3) 
7 7 
3 . - 3 是 
,| 2 2 
由 (1)、(2)、(3) 式 解 得 y 一 本 ， 或 y 一 一 本， 
ll 1 
之 3 Pa 3 
2 
A 3 ， 
. 2 
不 妨 取 4 y 王 一 记 ， 
去 
~ 3 
得 。 2 21 
所 以 得 证 一 { 3 一 全 二) 
这 里 ,两 次 利用 数量 积 的 定义 ,取代 了 利用 行列 式 ,同样 能 得 出 平面 的 法 


器 最 . 
(3) 假设 点 M 存 在 ,ME DD,， 
] 受 NTCO 0.=)， 
Bla.a.0).、 


BM=(—a.—a,z), 
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BE= (0. 一 多 ,一 a])， 


内 为 设 BM 上 平面 BiEF， 
i 以 BM| BE,BM. BE=0 > az=0 
之 z 一 

所 以 M(0.0,$ ). 

印 点 AM 为 校 DPD 的 中 点 . 

凤 评 (1) 由 证 法 1, 在 构造 二 面 角 的 平面 角 时 ,往往 少不了 使 用 三 重 线 定 
理 ; 由 证 法 2, 计算 二 面 角 所 成 的 角 , 可 以 转向 为 计算 二 平面 的 法 向 量 所 成 的 角 ， 
为 此 避免 了 二 面 角 的 平面 角 的 构造 . 在 本 小 题 中 ,向 量 法 的 优越 性 已 充分 体现 ， 

(2) 由 证 法 1 ,计算 点 到 平面 的 距离 ,这 里 巧妙 利用 了 等 积 变换 ,使 欲求 的 中 
离 化 党 为 简 ;由 证 法 2, 直 接 使 用 向 量 的 距离 公式 ,同样 有 规 可 循 . 可 见解 题 的 两 
种 方法 虽然 各 异 ,但 各 有 巧妙 不 同 . 在 求 平面 的 法 向 量 时 ,可 有 两 种 不 同 的 方法 
选择 .或 使 用 两 次 数量 积 , 或 使 用 行列 式 ,都 可 异 途 同 归 ; 

(3) 第 3 小 题 为 开放 题 . 在 证 法 1 中 使 用 了 由 线 . 面 重 直 转 化 为 面 . 面 垂直 ， 
冉 鼠 找 两 垂直 平面 的 交 线 ,然后 再 要 寻找 两 三 角形 相似 的 条 件 ,推理 的 技巧 性 较 
焊 ; 在 证 法 2 中 ,直接 使 用 数量 积 的 定义 , 道 求 点 的 坐标 ,使 该 点 定位 ;这 里 ,通过 
代数 计算 ,使 空间 想像 及 推理 论证 的 要 求 大 幅 降 低 . 

例 7 已 知 4BCD 是 边 长 为 4 的 正方 形 ,E、F 分 别 是 AB、AD 的 中 点 ,GC 
王 赤 于 平面 ABCD, 且 GC==2. 如 图 7-25, 求 点 B 到 平面 EFG 的 距离 . 

解法 1 如 图 7 -25, 连 结 EG、FG、EF、 
BD、AC. 设 EF.BD 分 别 交 AC 于 HO. 

因为 ABCD 为 正方 形 ,E、F 为 AB、CD 


申 线 面 平行 判定 定理 知 BDV 平面 EFG. 

所 以 ”BD 和 平面 EFG 的 距离 就 是 点 B 
到 平面 EFG 的 距离 . 

因为 BD | AC, 所 以 EF | HC. 

因为 GCC 平面 4BCD, 所 以 EF | GC. 

所 以 ”EF | 平面 五 CG， 

所 以 平面 EFG 平面 HCG,HG 是 交 线 . 

在 平面 HGC 上 过 点 O 〇 作 OK LHG 交 HG 于 K, 则 OK | 平面 EFG. 由 于 
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BD 上 的 任何 一 点 到 平面 EFG 的 距离 都 等 于 点 B 到 平面 EFG 的 距离 ,所 以 线 
段 OK 的 长 就 是 点 B 到 平面 EFG 的 距离 . 
因为 正方 形 ABCD 边 长 为 4,GC=2， 


AC=4VvV2, HO=V2, HC= 3Y2. 


所 以 RUAN HGC 中 ,HG= Vv (3V2)’ 二 2? 一 v22. 
因为 Rt 八 HKOWRtAHCG, 


所 以 OK= He 7 11 ’ 


即 点 B 到 平面 EFG 的 距离 为 2 


解法 2 如 图 7 -26, 连 结 BF,.BE.、.BG、AC, 并 且 AC 与 EF 交 AC 于 互 , 连 
结 G 互 , 易 知 


] 
OABEF = DABCD 二 2， 


] 、 ] 4 
V GBEF = DABEF * CC 二 本 XZX a 


因为 ” EF==2 V2,HG= 二 V22( 如 解法 1)， 
所 以 Sagro = X2V2XV32=2VIT. 
设 B 点 到 平面 EFG 的 距离 为 h, 则 

Vero = Sh Sagres 而 Veere =Voser. 


所 以 二 X2VITXh= 访 ,= 二 VI 


即 点 B 到 平面 EFG 的 距离 为 二 VIT. 


解法 3 如 图 7-27, 以 CD.CB、CG 所 在 直 
线 为 xz,y,z 轴 建 立 坐 标 系 易 证 BDV 平面 GEF， 
故 B 到 平面 EFG 的 距离 等 于 BD 与 AC 的 交点 
O 到 平面 EFG 的 距离 .过 O 作 OM]| HG 于 M， 
由 解法 1 可 证 OM | 平面 EFG, 则 OM 即 为 
所 求 . 

易 得 H(3,3,0),G(0,0,2),0O(2,2,0), 
GH=(3,3,—2). 

设 GM=XGH (0<X<=1)， 


慰 系 ， 


TE rT 
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WOM=GM—GO=XA(3,3,—2)—(2,2,—2)=(34—2,34—2, 一 24 十 2)， 
又 DOM . GH=0, 


所 以 ”3(34 一 2) 十 3(34 一 2) 一 2(2 一 24) 二 0， 
解 得 4= 二 ， 
所 以 


即 B 到 平面 GEF 的 距离 为 2 
解法 4 如 图 7- 28, 建 立 直 角 举 


F(4,2,0),E(2,4,0),G(0,0,2), 
GF=(4,2,—2),GE=(2,4,—?), 


设 平面 GEF 的 法 向 量 为 元 ， c 
i F(4,2,0) 

nn 一 GF X GE 一 |4 2 一 2 A(4,4,0) E(2,4,0) B(0,4,0) 
2 4 一 2 


一 (4,4,12) 王 4(1,1,3)， 
则 单位 法 向 量 i。 为 
,41,1,3) (1,1,3) | ] 1 3 ) 


me 


oT 一 ”一 一 一 


In| 44 二 12: V11 


又 因为 BG= (0, 一 4,2)， 
据 距 离 的 计算 公式 ;( 见 例 6) 


d=BG. no (0,—4,2) “ (元 fl ? 1 


-4 0- “< 
vil Vir MY 


此 即 点 B 到 平面 GEF 的 距离 . 
瓜 评 ”本 例 包括 两 部 分 :距离 的 定位 及 计算 . 定位 困难 而 计算 简单 . 
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在 解法 1 中 ,经 过 点 线 、 线 面 、 面 面 关 系 的 多 次 转化 ,最 后 才 有 距离 的 定位 浮 
出 水 面 . 

在 解法 2 中 ,利用 等 积 变换 ,回避 定位 ,同样 算出 距离 ,这 说 明 也 不 是 事 事 机 
械 地 都 硬 要 一 刀 切 的 使 用 向 量 法 . 

在 解法 3 中 ,在 距离 已 经 定位 的 情况 下 ,不 过 使 用 了 向 量 法 ,算出 了 这 个 中 
离 . 因此 ,意义 不 大 . 

在 解法 4 中 ,使 用 了 问 量 的 距离 公式 ,是 通 性 通 法 ,一劳永逸 ,因此 具有 普 氨 


四 、 有 关 “ 补 图 ”“ 扩 图 ”问题 
例 8 如 图 7 -29, 已 知 平行 六 面体 ABCD -4, BCD, 的 底面 ABCD 是 莱 
形 ,上 且 LCCB= 人 LCCD= BCD=60" 当 的 值 为 多 少时 ,能 使 AiC | 平面 


CiBD? 请 给 出 证 明 . 
证 明 沿 面 AA, DD 补 一 个 全 等 有 
的 平行 六 面体 ,如 图 7 -29, 则 A.C/ 
DAN ,各 设 4C1 平面 CBD, 则 DN | 平 
面 CBD. 所 以 CD1DN,BD1DN. 
不 妨 令 CD=&A,CC =1, 在 ACICD 
中 ,由 余弦 定理 知 :CD 王妃 一 上 十 1 在 
和 CNB, 中 ,由 余弦 定理 知 : CN: = 
7A2 ,BN’:=4k’ 二 2k 二 1. 
因为 BD=CD, 所 以 BD? = 二 &?. 
CN’:=C,D’+DN?’, (1) 
| 
BN’:=DN’+BD:’, (2) 
由 (1),(2) 式 , 则 CN’ 一 CD:=BN: 一 BD’， 
Bh 7&2: 一 (有 2 一 上 十 1) 一 4&2 十 2 有 十 1 一 有 2 ， 


所 以 3 尼 一 一 2 一 0 一 1 或 4 一 一 二 (会 去 ) 
由 于 以 上 推理 每 步 可 道 
由 此 可 见 当 三 =1 时 ,A,C 上 平面 C,BD 


后 评 ”本题 中 已 知 众多 的 线 面 垂直 关系 ,但 线 及 面 淹没 在 众多 线条 中 ,图 欠 
直观 ,不 易 觉察 , 现 将 原 图 进行 补 图 ,等 于 把 原 图 中 的 体 对 角 线 平移 “ 拉 出 ”到 “ 补 
图 "中 ,这 样 , 线 、 面 垂直 关系 就 由 “ 隐 ” 转 “ 显 ” 了 . 
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由 于 本 题 为 一 般 平 行 六 面体 ,而 不 为 直 平 行 六 面体 ,因此 建立 直角 坐标 系 较为 
麻烦 . 为 此 ,在 此 情况 下 ,一般 都 少 用 向 量 法 ,可 见 ,向 量 法 也 有 其 局 限 之 一 面 . 

我 们 知道 ,1986 年 上 海 市 高 考 数 学 压轴 题 就 是 一 道 立 体 几何 “ 折 图 ” 题 .该 
题 是 这 样 的 : 

“已 和 直角 三 角形 ABC 的 两 直角 边 AC=2,BC=3,P 为 斜 边 AB 上 的 一 点 
(如 图 7 - 30). 现 沿 CP 将 此 直角 三 角形 折 成 直 二 面 角 A -CP -B, 当 AB=V7 
时 , 求 二 面 角 P-AC-B 的 大 小 (如 图 7- 31),” 


4 | 


图 7 了 -30 图 ?7 -31 


由 于 “ 折 图 " 题 的 难度 大 ,将 立体 几何 题 作为 最 后 一 道 高 考 压 轴 题 是 中 无 前 
例 的 , 考 后 几乎 少 有 人 能 得 满分 ,大 多 数 的 人 都 无 从 下 手 , 儿 乎 全 军 覆没 ,得 分 率 
极 差 . 利用 向 量 解 本 “ 折 图 " 题 的 最 大 障碍 在 于 建立 坐标 系 , 要 写 出 不 在 空间 坐标 
平面 上 的 点 的 坐标 是 有 一 定 难 度 的 ， 

例 9 如 图 7 - 32, 在 平面 a 内,C,D 在 AB 的 异 侧 , AD/ BC,AD | AB， 
4D=A4B=BC=10, 把 半 平 面 DAB 沿 AB 翻 折 ,使 平面 DAB | 平面 CBA, 求 直 
线 CD 与 AB 所 成 角 的 余弦 值 及 距离 . 


D 


10 10 
4 B 
4 B 
10 
10 
10 
折 C 补 


图 7-32 


解法 1 (1) 由 图 7-32 知 ,AB// 平 面 DECF, 于 是 AB 与 CD 间 的 距离 转 
化 为 AB 与 平面 DECF 间 的 距离 ,因为 BM | CF, 所 以 BM 即 为 所 求 的 距离 , 设 
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BAM 王 cc 十 时 一 102 ,所 以 Cg 一 5V2. 
(2) 在 ACDE 中 ,了 DCE 即 为 异 面 直线 AB 与 CD 所 成 的 平面 角 . 
(10 VY2): = (10 V3)2 十 102 一 2(10 V3) 。 
10cos DCE, 
得 cos 二 DCE= 时 


解法 2 (1) 如 图 7-33,DC=(10,10, 一 10)， 

AB= (0,10,0). 

设 异 面 直线 CD 与 AB 所 成 的 角 为 9,DC . 
AB=|DC| . |AB| . cos 6， 


De . AB (10,10,—10) . (0,10,0) C10,10,0) 
所 以 “cos 0 一 一 一 = 一 一 一 一 _ 
IDC| AB /3 .I 图 7 一 33 
100 V3 
~ 一 ,所 以 DO 0= 一， 
100 V3 及 3 
(2) 设 异 面 直线 的 公 垂 线 的 方向 向 量 为 元, 则 
i  /) k 
i=ABXDC=|0 10 0 |=(—100,0,—100), 
10 10 一 10 
_ n (一 100.,0 ,一 100) (一 100,0 ,一 100) 
立方 向 向 量 一 二 一 一 一 一 一 一 
单位 " 元 | vV100 十 100: 100 V2 
一 一 
_ 一 一 ,0U , 一 一 
(元 ""' 歼 ) 


因为 DB=(0,10, 一 10)， 


据 异 面 直线 距离 公式 4 二 IDB * tio | 一 | (0,10, 一 10) 。 ( 亏 ,0, 专 ) | 


10 
二 一 二 52. 
V2 "2 


点 评 在 解法 1 中 ,本 题 是 一 个 残缺 的 图 , 放 入 一 个 正方 形 中 , 即 成 一 个 完 


整 的 正方 体 图 .在 这 个 正方 体 中 ,AB 已 平移 为 EC. 于 是 ,欲求 异 面 直线 AB 与 
DC 的 距离 ,转化 为 AB 到 平面 DECF 的 距离 , 即 找到 了 所 求 距离 为 CM. 

同 理 可 得 ; 蜡 面 直线 AB 与 DC 所 成 的 角 即 转化 为 在 ADEC 中 ,EC 与 DC 
的 夹 角 . 

由 上 可 见 : 在 综合 几何 中 ,对 于 “ 折 图 ”或 “ 补 图 ”的 空间 观念 及 推理 论证 的 要 
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求 都 较 高 ;然而 ,在 问 量 几 何 中 ,解法 2 中 所 求 之 角 及 距离 ,都 有 现成 的 公式 , 代 
入 公式 ,结论 唾 手 可 得 . 

例 10 给 出 两 块 相同 的 正三 角形 纸 片 ,如 图 7- 34(C(a),(b) 所 示 , 要 求 其 中 
一 块 剪 成 一 个 正 校 锥 模型 , 另 一 块 剪 成 正三 棱柱 模型 ,使 它们 的 全 面积 都 与 原 三 
角形 的 面积 相等 . 

(1) 请 设计 一 种 前 拼 方 法 ,分 别 用 虚线 标示 在 图 7 - 34(a),(b) 中 ,并 作 简 要 
说 明 ; 

(2) 试 比 较 你 剪 拼 的 正三 棱锥 与 正三 棱柱 的 体积 大 小 ; 

(3) 如 果 给 出 的 是 一 块 任 意 三 角形 的 纸 片 ,如 图 7-34(c), 要 求 前 拼 成 一 个 
直 三 校 柱 模型 ,使 它 的 全 面积 与 给 出 的 三 角形 的 面积 相等 ,请 设计 一 种 前 拼 方 
法 ,用 虚线 标示 在 图 7 ~ 34(c) 中 ,并 作 简 要 说 明 ， 


(a) (b) (¢) 


图 7 -34 
略 解 
(1) 如 图 7 -34(a) , 沿 三 角形 三 边 中 点 虚线 折 起 ,可 拼 得 一 个 正三 棱锥. 
如 图 7-34(b), 沿 正三 角形 三 个 角 上 前 出 三 个 相同 的 四 边 形 ,其 较 长 的 一 


组 邻 边 边 长 为 三 角形 边 长 的 二 ,有 一 组 对 角 为 直角 ,余下 部 分 按 虚线 折 起 ,可 成 


为 一 个 缺 上 诬 的 正三 校 柱 , 而 前 下 的 三 个 相同 的 四 边 形 恰 好 拼 成 这 个 三 棱柱 的 
上 底 . 

(2) 依 上 面前 拼 方 法 ,有 Ve<<Vt， 

证 明 如 下 : 

设 给 出 正三 角形 纸 片 的 边 长 为 2, 则 正三 棱锥 与 正三 棱柱 的 底面 都 是 边 长 


为 1 的 正三 角形 ,其 面积 为 ,它们 的 高 分 别 为 
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所 以 Ve <Ve#. 

(3) 分 别 连结 三 角形 的 内 心 与 各 顶点 ,得 三 条 线段 ,再 以 这 三 条 线段 的 中 点 
为 顶点 作 三 角形 ,以 新 三 角形 为 直 三 棱柱 的 底面 ,过 新 三 角形 的 三 个 顶点 向 原 三 
角形 三 边 作 垂 线 , 沿 六 条 垂 线 剪 下 三 个 四 边 形 ,可 以 拼 成 直 三 棱柱 的 上 底 , 余 下 
部 分 按 虚 线 析 起 ,成 为 一 个 缺 上 底 的 直 三 棱柱 , 即 可 得 到 直 三 棱柱 模型 ， 

点 评 ”本题 为 将 已 知 平面 图 形 “ 折 图 ”为 一 个 满足 欲求 条 件 的 立体 图 形 , 关 
键 是 通过 “ 折 图 ”前 后 ,观察 哪些 元 素 及 关系 是 不 变 的 ,而 哪些 元 素 及 关系 却 改变 
了 .然后 可 以 结合 * 锥 ”"“ 柱 ”等 定义 ,再 由 一 定 的 空间 想像 力 ,进行 分 析 并 实验 操 
作 , 也 可 使 用 现代 化 工具 ,不 断 尝 试 , 得 出 猜想 ,然后 进行 计算 并 论证 . 

本 题 的 难点 在 于 将 给 出 的 正三 角形 纸 片 推广 为 任意 三 角形 纸 片 . 为 此 , 需 类 
似 的 方法 作 借 鉴 , 需 较 强 的 类 比 能 力 . 
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篆 卡 儿 创 立 平面 解析 几何 是 以 下 两 个 观念 为 基础 的 :一 是 使 用 坐标 ,二 是 把 
有 相互 关联 的 两 个 未 知 数 的 任意 代数 方程 看 成 平面 上 的 一 条 曲线 . 它 不 仅 用 坐 
标 表示 和 点 的 位 置 ,而 且 将 坐标 通过 “点 动 成 线 ” 的 观点 具体 地 用 到 建立 曲线 的 方 
程 上 . 
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1. 平面 仿 射 坐标 系 

平面 上 可 以 建立 不 同 的 平面 坐标 系 . 常见 的 有 平面 直角 坐标 系 ( 或 称 平面 笛 
卡 儿 坐标 系 ) .平面 仿 射 坐标 系 , 极 坐标 系 . 平面 直角 坐标 系 这 里 不 再 讨论 . 

平面 仿 射 坐标 系 与 平面 直角 坐标 系 的 差别 在 于 : 仿 射 坐标 系 的 两 轴 间 的 夹 
角 不 必 是 直角 ,可 以 取 0"~90° 间 的 值 ;此 外 ,两 轴 上 的 单位 长 度 可 以 不 一 致 . 因 
此 ,直角 坐标 系 是 一 种 特殊 的 仿 射 坐标 系 . 通过 建立 仿 射 坐标 系 可 以 求解 一 些 平 


面 几何 问 题 . 
例 AD 有 内 接 人 入 A'B'C’,A' 在 BC 边 上 ,B 在 AC 边 上 ,C 
在 AB 边 上 , 且 满 足 和 2 = 区 = 人 p(w0 有 征 关 1 为 常数 ), 连结 AA'、 


B'C CA A‘'B 
ft a >» DApPQR (k—1)° 
BB .CC 徇 成 人 PQR. 求 证 :5 pp 
证 明 建立 仿 射 坐标 系 , 取 A 为 仿 射 坐标 系 原点 O ,AB 和 AC 所 在 直线 分 
别 为 仿 射 坐标 轴 O'XX 和 OY . 设 A(0,0),BCGk 十 1,0),CC0,k 十 1), 则 A’ Ck,1)， 


B'(0,k),C’(1,0). 于 是 ,可 求 得 直线 AA’、BB'、CC 的 方程 分 别 为 y= Tz， 


k 
y 一 一 FFI, y= (十 1 )z 十 上 十 1， 


P(r R 十 1 
:十 kk 十 ] 有 2 十 有 十 工 请 


Q (与 + & 十 1 ) ,R( & 十 1 DD) 
有 十 天 十 1 大 十 有 十 1 大 人 有 十 用 十 1 天 十 有 十 ] 广 


从 而 可 求 得 
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Tp yp 1 


2 
由 Sarar 一 区 ze yo | = 
xR yr 1 
0 0 1 
而 Sanac 一 也 k+l1 0 1 一 二 (t 十 1): 
0 k+l 1 
和 Sapor  (k—1)’ 


SAaBc 十 十 1° 

2. 极 坐 标 系 

用 “距离 和 方向 "表示 点 的 位 置 的 坐标 系 称 为 极 坐 标 系 . 在 极 坐 标 系 里 ,平面 
上 任何 P 的 位 置 ,可 以 用 它 到 极点 的 距离 o, 以 及 Oz 到 射线 OP 的 有 向 角 0 来 
表示 ,po 称 为 点 极 径 .9 称 为 点 P 的 极 角 . 有 序数 对 (o,0) 称 为 点 PP 的 极 坐 标 . 在 极 
坐标 系 里 ,对 于 任何 坐标 (0,90) ,平面 上 总 有 唯一 的 一 点 与 它 对 应 ,但 是 反之 却 不 
然 , 对 于 平面 上 一 个 给 定 的 点 ,可 以 有 无 穷 多 个 极 坐 标 与 它 对 应 ,这 是 因为 极 角 
可 以 写成 2&r 十 0. 但 如 果 限 定 o 记 0,0 委 0 一 2x, 则 平面 上 的 点 ( 除 极点 ) 便 与 极 坐 
标 一 一 对 应 了 . 

极 坐 标 系 有 很 多 应 用 . 例如 海面 上 用 雷达 确定 舰艇 位 置 ,常用 距离 和 方向 加 
以 标志 . 

利用 极 坐 标 系 ,可 以 统一 地 讨论 圆锥 曲线 的 方程 与 性 质 ,还 可 以 方便 地 研究 
一 些 特殊 的 曲线 的 性 质 ， 


例 2 设 Mp ,6,) 是 圆锥 曲线 0 一 了 一 世上 任意 一 点 ,在 极 轴 所 在 直线 上 


取 点 和 N, 使 IlOM|= 二 |NM|. 求 人 OMN 重心 P 的 轨迹 方程 . 
解 如 图 8-1, 设 P(p,9) 为 人 OMN 的 垂 心 ， 
O.M 在 三 角形 对 边 上 的 射影 分 别 为 互 与 Q. 于 是 
OM| 。 cosb =OQ= |OP| ，cos0， 
故 po。cos to =p* cos 0. (1) 
又 所 M 的 坐标 (0,6) 满足 所 给 曲线 的 方 
程 ,得 


p 
种 1 一 ecos 0 
将 (2) 代 入 (1) 得 一 Po (3) 
《 (1l—ecost)» cos0 


尹 一 方面 ,由 于 人 NOM== MNO, 且 OR | MN, 则 


PT 


om 


175 


第 二 六 曲线、 万 程 、 销 数 


9 十 二 士 攻 . 
即 二 一 0 或 0 二 一 > 一 0, 代 入 (3) 式 ,得 垂 心 的 轨迹 方程 p= 
psing 或 ,一 — psing 
(1 一 esing)。cosb” 人 (1 二 esing) 。 cosO’ 
psing 
SIN0) * cos0 


由 于 上 述 两 个 方程 表示 同一 曲线 , 故 重心 的 轨迹 方程 为 o= 下 一 - 


3. 直角 坐标 与 极 坐标 的 关系 
极 坐标 系 与 直角 坐标 系 是 两 种 不 同 的 坐标 系 , 但 是 ,由 于 它们 都 是 被 用 来 表 
太平 面 上 点 的 位 置 的 ,因此 ,对 于 同一 点 的 极 坐 标 和 直角 坐标 存在 着 密切 的 联 


系 . 设 感 M 的 直角 坐标 为 (x,y), 极 坐标 为 (p,0), 则 


COS 0 一 二 ， 
7 一 0O。cos1 0 
(0 天 0) 
7 一 6" sind sin 0 二 之 
p 
上 述 两 个 公式 均 表 示 同 一 点 在 两 种 坐标 系 下 的 变换 公式 或 互 化 公式 . 


习 题 8.1 
设 PCzr,y) 为 坐标 平面 内 在 直角 坐标 系 zOy 下 的 坐标 点 ,对 于 此 平面 内 仿 
射 坐标 系 zxOy 下 的 点 P'(x’,y), 试 写 出 它们 之 间 的 关系 式 . 
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1. 曲线 与 方程 
在 直角 坐标 系 中 ,平面 上 的 点 与 有 序 实数 对 之 间 存 在 着 一 一 对 应 的 关系 . 


定义 ” 设 有 一 条 曲线 厂 和 一 个 方程 
如 有 果 曲 线 夏 上 任何 点 的 坐标 都 满足 方程 (1) ,并且 坐标 满足 方程 (1) 的 一 切 


护 都 在 曲线 厂 上 , 则 称 方程 (1) 是 曲线 械 的 方程 ,而 称 曲 线 古 是 方程 (1) 的 轨迹 
或 图 形 ， 

根据 上 述 定 义 ,要 证 明 一 个 方程 (x,y) 二 0 是 某 曲线 卫 的 方程 时 ,必须 同 
时 证 明 以 下 两 个 方面 : 

(i) 曲线 厂 上 的 任何 点 的 坐标 都 满足 方程 F(x,y) 一 0; (轨迹 的 纯粹 性 ) 


(ii) 坐标 满足 方程 F(x,y)= 二 0 的 一 切 点 都 在 曲线 厂 上 . (轨迹 的 完备 性 ) 
由 于 一 个 命题 及 其 逆 耕 命题 是 同时 为 真 或 同时 为 假 的 ,因此 ,前 述 条 件 () 
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和 (ii 也 可 分 别 或 同时 用 它们 的 道 否 合 题 来 代 符 : 

(1 ) 坐标 不 满足 方程 (1) 的 点 ,都 不 在 曲线 和 上 ; 

(ii ) 不 在 曲线 忆 上 的 点 的 坐标 都 不 满足 方程 (1). 

在 处 理 具 体 问 题 时 ,可 以 视 方便 选用 ， 

在 建立 曲线 的 方程 时 ,往往 是 根据 动 点 所 满足 的 条 件 . 经 过 一 系列 化 简 ,得 
出 所 求 的 方程 .这 时 (iD 或 ) 是 自然 地 满足 了 的 . 所 需 证 明 的 ,只 是 (ii) 或 (ii ). 
在 此 ,要 指出 的 是 ,如 果 化 简 中 进行 的 都 是 方程 的 同 解 变形 , 则 (ii) 或 (ii ) 也 是 成 
立 的 . 这 时 .整个 证 明 步 又 就 可 以 省 略 . 

在 建立 曲线 的 方程 时 ,有 些 规律 难于 用 直角 坐标 系 下 的 zy 的 方程 直接 地 
表示 出 来 . 这 时 , 常 引 进 一 个 适当 的 辅助 变量 ,比如 说 1, 把 动 点 (x,y) 的 坐标 分 
别 表 示 成 :的 晒 数 : 

X= (1), 
y=$(1). 


(2) 


对 于 曲线 下 及 方程 (2), 如果 
(1) 曲线 厂 上 任 一 点 P(x,y) 可 由 某 - 一 1 值 通 过 (2) 式 给 出 ; 
(ii) 对 于 1 的 每 一 个 允许 值 ,由 (2) 式 确定 的 x、y 为 坐标 的 点 P(x,y) 都 在 


曲线 厂 上 . 
此 时 就 称 (2) 为 曲线 栈 的 参数 方程 ,t 称 为 参 变 量 或 参数 . 而 曲线 本 则 称 为 
方程 (2) 的 图 形 . 


在 平面 解析 几何 中 , 除 讨论 直线 (其 方程 是 二 元 一 次 方程 ) 外 ,所 讨论 的 曲线 
是 圆锥 曲线 ,因而 讨论 的 方程 主要 是 二 元 二 次 方程 及 其 参数 方程 ， 

求 曲 线 的 方程 ,一 般 有 五 个 步骤 ,这 五 个 步骤 和 列 方程 解 应 用 题 的 步骤 完全 
类 似 . 列表 对 比如 下 : 


步 又 列 方程 解 应 用 题 求 曲线 的 轨迹 方程 
[ 设 未 知 数 7: 建立 适当 的 坐标 系 : 设 动 点 坐标 ; 
A 写 出 适合 条 件 P 的 点 M 的 集合 

| 寻求 等 量 关系 式 ， P= {MI|P(M)}: 


中 将 文字 语言 翻译 成 代数 语 用 坐标 表示 POM) , 列 出 方程 
言 , 列 出 方程 ; f(x,y) 一 0( 或 po 二 g(0)); 


ny 化 简 方程 f(x,y) =0( 或 p 二 g(0)) 为 最 
， 


证 明 以 化 简 后 的 方程 的 解 为 坐标 的 点 都 
代入 应 用 题 检验 . 是 曲线 圭 的 点 ， 


mH be 本 -一 me hye a er 四 ru =- 
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2， 方程 污 困 数 

方程 与 范 数 这 两 个 重要 概念 之 间 存 在 着 密切 的 联系 . 

一 元 曙 数 y 三 xz) 可 以 看 成 二 元 方程 F(x,y)= 二 y 一 f(x) 二 0. 畏 数 y= 
fT) 的 图 像 就 是 二 元 方程 F(x,y) 二 y 一 f(x) 二 0 表示 的 曲线 . 

利用 清 数 与 方程 的 这 种 特殊 关系 ,我 们 可 以 方便 地 讨论 一 些 问 题 . 例如 , 某 
些 函 数 图 像 的 对 称 问题 ,可 以 将 其 化 归 为 解析 几何 中 曲线 的 对 称 问 题 , 有 以 下 
结论 : 

结论 1( 陆 数 图 像 的 中 心 对 称 问 题 ) 函数 >= Fz) 的 图 像 关 于 点 P(a,6b) 的 
对 称 曲 线 方程 为 下 (2a 一 zx,20 一 Frz)) 一 0. 

结论 2 ” 知 曲 线 方程 FCz,y)=0 与 曲线 方程 FC24 一 x,26 一 y) = 二 0 相同 , 则 
曲线 F(x,y) 二 0 本 身 关 于 点 M(a,b) 对 称 . 

结论 3( 顺 数 图 像 的 轴 对 称 问题 ) 曲线 (zx,y)= 二 0 关于 直线 4Az 十 By 十 


C=0(4.B 不 同时 为 0) 对 称 的 曲线 方程 为 F| z 一 ae (4zr+By 十 C)， 


24 、] _ 
y A (ArtByt+C) | 0. 
证 阴 提 示 设 F(z,y)=0 上 任 一 点 (xo ,yo) 关 于 直线 Axr 十 By 十 C=0 的 对 
y—%,./_A 
称 点 为 (x,y) , 则 由 一 | 全 ) 
求 出 0» Vo 即 可 . 


一 一 ] 及 A +tB. > 办 十 C=0 联 立 
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1. 曲线 的 生成 

曲线 的 生成 有 各 种 方式 ,如 定义 方式 . 作 图 方式 .特征 条 件 方 式 、 再 生 方 式 、 
解释 方式 等 . 在 平面 解析 几何 中 ,曲线 主要 是 由 定义 方式 和 特征 条 件 方式 生 
成 的 . 

(1) 与 定点 、 定 直线 有 关 的 生成 问题 

命题 1 平面 内 与 两 定点 Fi 、F; 的 距离 的 和 等 于 常数 2a 的 点 的 轨迹 , 当 
za 之 | 站 FPF;| 时 是 椭圆 ( 即 椭圆 定义 ); 当 24 二 |FiF; | 时 为 线段 FiF,; 当 24 一 
1FF; | 时 无 轨迹 . 

命题 2 平面 内 与 两 定点 已 .PE 的 距离 的 差 的 绝对 值 是 常数 2a 的 点 的 轨 
迹 , 当 2a 二 |FF,| 时 是 双 曲 线 ( 即 双 曲 线 定义 ); 当 24 二 |F,F,| 时 是 以 Fi 、F 为 
左 . 石 端 点 在 两 定点 所 在 直线 上 的 两 条 射线 ; 当 24a 汪 |FF, | 时 无 轨迹 . 

命题 3 平面 内 与 两 定点 的 距离 的 平方 和 为 定 值 的 点 的 轨迹 是 -个 圆 ,两 
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定点 所 在 连 线 的 中 点 是 其 圆心 . ( 定 和 和 礁 癌 ) 

命题 4 平面 内 与 两 定点 的 距离 的 平方 差 为 定 值 的 点 的 轨迹 是 垂直 于 两 定 
点 连 线 的 一 条 直线 . ( 定 差 具 线 ) 

命题 5 平面 内 与 两 定点 的 距离 之 比 为 定 值 m 的 点 的 轨迹 , 当 m 关 1 时 是 
一 个 癌 ( 即 阿波 罗 尼 圆 ); 当 m= 二 1 时 是 两 定点 所 在 的 直线 . 

命题 6 平面 内 与 两 个 定点 A 、A;i 的 连 线 的 斜率 的 乘积 等 于 非 零 常数 1 的 
点 的 轨迹 是 以 线段 A;A; 的 中 点 为 中 心 的 有 心 二 次 曲线 . 当 4== 一 1 时 是 圆 ; 当 
< 0 有 上 天 一 1 时 是 以 A,A4A:, 所 在 直线 为 一 对 称 轴 的 椭圆 ; 当 4 汪 0 时 是 以 AlA， 
所 在 直线 为 实 轴 的 双 曲 线 ， 

命题 7 平面 内 到 一 定点 的 距离 与 到 一 条 定 直 线 的 距离 之 比 等 于 常数 e 的 
轨迹 , 当 0<e 二 1 时 是 椭圆 ; 当 e= 二 1 时 是 抛物 线 ; 当 e>1 时 是 双 曲 线 . (圆锥 曲线 
的 统一 定义 ) 

命题 8 平面 内 到 一 定点 的 距离 di 与 到 一 条 定 直 线 的 距离 d 的 线性 和 
Adi 十 pd:(4 之 0,p 记 0) 为 定 值 的 点 的 轨迹 , 当 4 二 jy 时 是 两 段 抛物 线 弧 ; 当 4 守 
时 是 椭圆 ; 当 4 二 y 时 是 双 曲 线 . 

(2) 与 定点 ,、 定 直线 , 定 圆 配 合生 成 的 问题 

命题 9 平面 内 到 一 定点 A 的 距离 等 于 到 一 定 圆周 的 最 短 距 离 的 点 的 轨 
迹 , 当 4 为 定 贺 圆心 时 为 一 个 圆 ; 当 4 在 定 圆 内 且 不 为 圆心 时 为 椭圆; 当 A 在 定 
圆 外 时 为 双 曲 线 的 一 支 ; 当 A 在 定 圆 上 时 为 以 定 圆心 为 端点 的 射线 . 

命题 10 切 于 定 圆 且 经 过 一 定点 的 动 圆 圆心 的 轨迹 , 当 定 点 为 定 圆 圆 心 时 
为 一 个 圆 ; 当 和 定点 在 定 圆 内 且 不 为 定 圆 圆心 时 为 椭圆 ; 当 定 点 在 定 圆 外 时 为 双 曲 
线 ; 当 定点 在 定 贺 上 时 为 半 直 线 . 

(3) 同型 生成 问题 

命题 11 圆锥 曲线 的 过 焦点 的 弦 的 中 点 轨迹 是 同型 的 圆锥 曲线 

命题 12 圆锥 曲线 的 与 某 一 顶点 张 角 的 两 边 之 斜率 乘积 为 定 值 的 弦 的 中 
点 轨迹 为 同型 的 圆锥 曲线 . 

(4) 定 面 积 关 系 式 的 生成 问题 

命题 13 在 一 直线 上 的 四 点 A、B、C.D 与 动 点 P 满足 关系 式 S、pagp = 
Sarcb 的 轨迹 , 当 AB=CD 时 ,是 去 掉 了 这 条 直线 的 全 平面 ; 当 AB 关 CD 时 ,是 空 
集 . 

命题 14 设 a 是 给 定 正 数 , 对 于 平行 四 边 形 ABCD, 动 点 PP 满足 条 件 SAms 十 
Sarco 二 4a 的 轨迹 , 当 Saagco 盖 2a 时 ,是 空 集 ; 当 S-ascop 王 2a 时 ,是 直线 AB 与 CD 


中 张 景 中 .教育 数学 探索 , 成 都 :四 川 教育 出 版 社 ,1994:115 一 117 
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所 夹 的 条 形 区 域 ( 含 直线 AB、CD); 当 Swagcv 一 2a 时 ,是 与 AB 平行 的 两 条 直线 
/六 , 且 0 与 请 分 居于 ABCD 所 夹 的 条 形 区 域 两 侧 , 到 条 形 区 域 边界 距离 为 


_2a—AB.，d 、 


以 上 的 14 个 命题 ,证 明 留 给 读者 . 
2， 曲 线形 状 类 型 的 判别 
对 于 实 系 数 二 元 二 次 方程 
A4Az 十 Bry 十 CY +Dri+Ey 二 +F=0(A’ 二 B’ 十 C 和 0) (J]) 
所 表示 的 是 怎样 的 圆锥 曲线 ? 如 何 进 行 判别 ? 一 种 方法 是 用 坐标 轴 的 平移 和 旋转 
变换 ,将 其 化 为 圆锥 曲线 的 标准 方程 后 ,来 确定 它 所 表示 的 曲线 的 形状 和 位 置 . 另 


2A B D 

种 方法 是 利 不 变量 1 二 A 十 十 B,1, 二 J “A $B 了 一 2 B 2C E 
用 1 2 2 4 B 2C 3 8 。 

D FE 2F 


当 了 之 0 时, 夺 了 ，1 了 二 0, 则 为 椭圆 ; 寿 1 二 0, 则 为 点 椭圆 . 
当 1 <0 时 , 右 五 关 0, 则 为 双 曲 线 , 奉 五 二 0, 则 为 两 相交 直线 . 
当 了 二 0 时 ,名 攻关 0, 则 为 抛物 线 ; 者 1 二 0, 则 可 为 两 平行 直线 或 两 重合 直 
线 或 无 轨迹 . 
还 有 一 种 简单 判别 法 由 下 述 定 理 给 出 . 
定理 1 知 C 天 0, 则 方程 ( 工 ) 所 表示 的 曲线 卫 的 形状 ,可 由 
A, =(B’—4AC)x’ T+2(BE—2CD)zx+ FE’ ~—4CF 


Er 十 oz 十 (本 ) 


来 判别 ， 
(1) A,; 二 clc 过 0)STI 是 抛物 线 型 空 集 ; 
(2) A, 二 c(c 之 0) 合 是 两 条 平行 或 重合 的 直线 ， 
2Cy+ (Br+E)+yc=0; 
(3) A, = 二 br 十 c(b 壮 0) 是 抛物 线 ， 
(4) A, 二 (pr 十 qg)*(p 关 0)ST 是 两 条 相交 直线 . 
2Cy 十 (Br 十 EF) 土 (px 二 gq)= 二 0; 
(5) A, 二 (pr 十 9) 十 rCpr 关 0) 售 是 双 有 曲线; 
(6) A; 二 一 (pr 十 gq) 十 r(p 关 0,r 之 0)ST 是 椭圆 ( 当 B 关 0 或 A 关 C 时 ) 或 
圆 ( 当 B=0 且 4A=C 时 ); 


(7) A, 一 一 (pz 十 0)2(0b 天 0) 扣 PP 是 一 点 ( 模 坐 标 z= 一 全); 


(8) A; 一 一 (px 十 gq)? 十 r(p 关 0,r 过 0) 是 椭圆 型 窑 集 . 
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证 明 提 示 由 ( 工 ) 式 ,有 
Cy (Bri+E)y+ (Ar’+DrtitF)=0 (CKO), 


由 求 根 公式 ,有 y= 一 二 外 二 VA: 

由 此 分 别 讨 论 .推导 即 得 上 述 结论 ， 

定理 2 当 A 关 0 时 ,方程 (了) 所 表示 的 曲线 古 的 形状 ,可 由 

A,=(By+D)?+4A(Cy’: 二 Ey 十 F) (下 ) 

来 判别 : 

(1) A, 二 (py+q) OT 是 两 条 直线 ;2Ax 十 (By 十 D) 二 (py 二 gq) 二 0; 

(2) A, 二 (py 十 9g)°* 十 r(pr 头 0) 是 双 曲 线 ， 

(3) A, 二 py 十 g(p 头 0) 今夏 是 抛物 线 ; 

(4) 4 人 ,= 一 (py 十 qo) 十 rp 天 0,r>0) 全 了 是 椭圆 或 圆 ; 

(5) A, 二 一 (py 十 q):(p 关 0)SST 是 一 个 点 ; 

(6) A 二 一 (py 十 9) 人 :十 r(p 关 0,7r 二 0)GT 是 空 集 . 

此 定理 的 证 明 与 定理 1 的 证 明 类 似 , 略 ， 

定理 3 当 A 二 C=0 时 ,方程 (]) 所 表示 的 曲线 厂 的 形状 ,可 用 DE 一 BF 
来 判别 : 

(1) 当 DE 一 BF 二 0OT 为 两 条 互相 垂直 的 直线 

Brx+E=0 SBy+D=0; 


(2) 当 DE 一 BF 关 0ST 为 等 轴 双 曲线 . 

证 明 提 示 用 平移 变换 将 方程 化 简 后 讨论 . 

对 于 一 般 二 元 二 次 方程 (了 ) 的 系数 ,不 外 乎 下 述 四 种 情况 ;(1) A 关 0,C 关 
0:(2) A 关 0.C=0;(3) A 二 0;C 关 0;(4) A 二 C=0(B 半 0). 所 以 ,对 于 任何 二 元 
二 次 方程 , 一定 都 至 少 可 以 利用 上 述 三 个 定理 之 一 , 避 开 坐标 变换 的 繁琐 计算 ， 
直接 地 简 另 判定 它 所 表示 的 赔 锥 曲线 的 形状 类 型 . 


习 题 8. 3 


1. 设 M 是 一 个 动 点 ,A 和 A 是 两 个 定点 ,由 M 作 MN 1 A4A'A 于 N, 若 
NM 二 RI1AN|，|NA|,k 为 常数 , 求 点 M 的 轨迹 . 

2. 定 直 线 +x 上 有 一 定点 0, 设 从 动 点 M 向 zx 作 垂 线 MN,N 为 垂 足 . 若 
[NM = ION| ,上 为 常数 , 求 动 点 M 的 轨迹 . 

3， 写 出 平面 内 到 两 相交 定 直线 的 有 关 轨 迹 . 

4、 与 出 平面 内 到 两 平行 定 直 线 的 有 关 轨 迹 . 

5 判别 下 列 方程 表示 曲线 的 形状 ， 
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(1) 3 一 4ry 一 4 一 0 
(2) <cZy 一 6 一 y 一 3 一 0 
(3) 2crv 十 32 一 4y 十 2 一 0. 
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射影 几何 学 有 助 于 我 们 从 几何 学 的 全 局 与 整体 上 来 理解 和 把 握 中 学 的 几何 
内 容 ,把 初等 几何 问题 放 在 更 为 广阔 的 背景 下 加 以 考察 . 这 里 ,我 们 将 运用 射影 
几何 的 观点 来 分 析 和 处 理 平 面 解析 几何 中 的 一 些 问题 . 

1. 椭圆 、 双 曲线 和 抛物 线性 质 的 相关 性 

椭圆 、 双 曲线 和 抛物 线 , 都 可 以 看 作 平 面 截 贺 锥 面 所 得 到 的 截 线 ,从 本 质 上 
讲 , 三 种 曲线 是 统一 的 , 由 于 平面 与 圆锥 面 中 心 轴 交 角 的 不 同 , 才 产 生 这 种 曲线 
形状 的 差异 . 从 轨迹 的 观点 看 ,三 种 曲线 都 是 一 个 动 点 到 定点 下 和 定 直线 ;7 的 距 
离 之 比 等 于 常数 e 的 轨迹 ,只 是 由 于 0<e<l,e>1 及 e=1 三 种 不 同 的 情况 , 才 
相应 地 将 曲线 分 为 椭圆 、 双 曲线 和 抛物 线 . 若 设 平面 与 圆锥 面 中 心 轴 成 


POPS 3) 角 , 圆 锥 面 母线 与 其 中 心 轴 成 g(0<b< 3 ) 角 , 则 得 到 截 线 的 离心 


由 于 这 二 种 曲线 具有 同一 性 ,因此 , 当 我 们 在 一 种 曲线 上 得 到 某 项 性 质 的 时 
候 .也 可 以 在 另外 两 种 曲线 上 找到 与 此 相关 的 性 质 

以 下 我 们 从 射影 几何 的 观点 出 发 进行 探索 . 

射影 几何 观点 认为 :椭圆 抛物线 和 双 曲 线 与 无 穷 远 直线 分 别 有 零 个 交点 、 
一 个 交点 和 两 个 交点 ,或 者 说 ,无 穷 ~、、 


远 和 直线 分 别 与 椭圆 .抛物线 、 双 曲线 ~ 
“ 相 离 ”、“ 相 切 、“ 相 交 ”, 如 图 8-2 无 穷 远 直 线 
及 示 .“ 双 曲线 ,椭圆 各 有 一 中 心 且 为 ( ) (7 OO 
人 穷 肥 上 , 页 擅 物 线 的 中 心 为 无 穷 椭 贺 ”抛物线 。 双 曲 线 

在 这 种 观点 下 ,容易 得 到 三 种 曲 
线 的 演变 规律 (0<<e<<1->e 王 1 一 e 盖 1)， 

(1) 椭圆 的 两 焦点 连 线 先 演变 成 抛物 线 轴 上 自 焦 点 出 发 的 射线 (曲线 中 心 
由 有 穷 远 点 演变 成 右边 无 穷 远 点 ) ,继而 演变 成 双 曲 线 轴 上 自 焦点 出 发 的 两 条 无 


人 


LL 沈 文 选 . -类 旋转 面 截 线 的 一 条 性 质 . 数学 通讯 ,1985(7) :31- 一 33 
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重合 的 射线 (曲线 中 心 右边 无 穷 远 点 演变 成 左边 的 有 穷 远 点 ) ; 

(2) 椭圆 的 右 顶 点 先 演变 成 抛物 线 轴 上 的 无 穷 远 点 ,继而 演变 成 双 曲 线 的 
左 顶 点 ; 

(3) 椭圆 内 部 含 焦点 区 域 (或 外 部 不 含 焦点 的 区 域 ), 先 演变 成 抛物 线 的 右 
侧 含 焦 点 区 域 (或 左 侧 不 含 焦 点 区 域 ) ,继而 演变 成 双 曲 线 左 右 两 支 含 焦点 的 区 
域 ( 或 左右 两 支 中 间 不 含 焦点 的 区 域 ). 

因此 ,如果 在 一 种 曲线 上 存在 某 一 项 关于 某 些 几何 元 素 的 性 质 , 那 么 这 些 元 
索 按 着 上 述 (1) 一 (3) 的 演变 规律 进行 变迁 ,就 容易 找到 它们 在 另外 两 种 曲线 上 
的 相关 性 质 科 . 

例 1 过 椭圆 上 任意 两 条 平行 线 中 点 的 直线 必 过 椭圆 的 中 心 、 

分 析 ”抛物线 也 有 平行 弦 ,但 无 中 心 ,按照 演变 规律 (1) ,中 心 在 抛物 线 轴 上 
无 穷 远 处 ; 双 上 曲线 有 中 心 , 且 双 曲 线 任 一 支 都 可 以 看 作 和 由 椭圆 (固定 不 同 的 焦点 ) 
演变 而 成 . 于 是 ,得 相关 命题 : 

命题 1 过 抛物 线 上 任意 两 条 平行 线 中 点 的 直线 必 与 对 称 轴 平 行 或 重合 . 

命题 2 ” 双 偶 线 上 每 一 文 上 任意 两 条 平行 弦 的 中 点 所 连 直线 必 通 过 双 曲 线 
的 中 心 ， 

例 2 如 图 8-3, 设 M.N 为 双 曲 线 的 左 、 右 顶点 ,下 、F: 为 左 、 右 焦点 ,P 为 
双 曲 线 上 除 顶 点 以 外 的 任意 一 点 . 求 
信 PFF, 的 内 切 圆 在 直线 下 Ff, 上 的 
切 点 的 位 置 . 

分 析 由 于 点 PP 在 双 曲 线 右 支 
上 ,可 设 入 PFF, 的 内 切 贺 分别 切 
PF、FF,、PF, 于 点 H、.G、K. 由 
IGFi|—|GF;|=|HF,|—|KF,|= 
PF| 一 | PF;|,; 可 知 点 G 在 双 曲 线 
二 ,有 即 点 GG 与 顶点 入 重合 . 故 APPF， 
的 内 切 圆 在 直线 FF, 上 的 切 点 位 置 是 双 曲 线 的 顶点 . 

为 了 找 出 其 他 两 种 曲线 的 相关 命题 ,我 们 着 重 研究 八 PFF; 与 圆 相 切 的 切 
点 的 变迁 情况 : 圆 与 PF 的 切 点 不 在 含 焦点 区 域 , 圆 与 PF, 的 切 点 在 含 焦点 区 
域 . 因此 ,由 演变 规律 (1) (3) ,可 得 相关 命题 

命题 1 设 M.N 为 椭圆 的 左 、 右 项 点 ,Fi、F, 为 椭圆 的 左 、 右 焦点 ,P 为 椭 
加 上 际 项 点 外 任意 一 点 , 则 和信 PFIF; 的 边 PF 或 PF, 上 的 旁 切 圆 , 必 与 直线 


人 在 邹 楼 海 . 椭 阅 、 双 赐 线 和 抛物 线性 质 的 相关 性 . 数学 通讯 ,1994(2) ;6 一 9 
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FF 相 切 于 点 M 或 点 和 N. 

命题 2 设 M 为 抛物 线 的 顶点 ,下 为 焦点 ,P 为 抛物 线 上 除 顶 点 以 外 的 任意 
一 点 , 治 射线 FM 的 方向 作 平行 射线 PT, 则 与 射线 PT、FM 及 线段 PF 相 切 的 
圆 必 切 射线 FM 于 点 M. 

2， 圆 的 命题 的 推广 

圆锥 曲线 包括 圆 、 椭 图、 双 曲 线 和 抛物 线 . 在 第 四 章 几 何 名 题 欣 赏 中 已 介绍 
了 将 圆 中 的 蝴蝶 定理 可 推广 到 椭圆 . 双 曲 线 .抛物 线 中 去 . 有关 圆 的 命题 ,哪些 可 
以 推广 到 椭圆 ,哪些 甚至 还 能 推广 到 双 曲 线 和 抛物 线 ,而 哪些 只 对 圆 成 立 , 不 能 
推广 ? 这 将 涉及 图 形 的 度量 性 质 , 仿 射 性 质 和 射影 性 质 以 及 三 者 之 间 的 关系 . 

例如 , 求 圆 的 切线 方程 可 以 归结 为 求 与 过 切 点 的 半径 垂直 的 直线 方程 ,而 求 
圆锥 曲线 的 切线 方程 则 归结 为 求 与 曲线 有 重合 交点 的 直线 方程 .二 者 是 不 同 的 . 
前 者 用 到 圆 的 切线 垂直 与 过 切 点 的 半径 这 一 性 质 ,这 是 一 个 纯度 量 性 质 , 只 为 贺 
所 独 有 . 因此 ,这 种 求 切线 的 方法 不 能 推广 到 椭圆 、 双 曲线 和 抛物 线 的 情形 . 后 者 
用 到 直线 与 曲线 有 重合 交点 ,这 条 性 质 是 射影 性 质 , 对 所 有 圆锥 曲线 丝 成 立 , 包 
括 圆 在 内 . 如 果 将 求 圆 的 切线 方程 改 为 求 与 圆 有 重合 交点 的 直线 方程 , 那 就 可 以 
推广 到 椭圆 、 双 曲线 和 抛物 线 了 . 

再 看 以 下 命题 4: 

设 圆 上 三 点 A、B.C 处 的 切线 依次 为 B'C'.C'A'、AB'. 车 BC//B'C’,AB/ 
A'B’, 则 CA/JCA.. 

事实 上 ,如 图 8 -4, 可 设 圆 的 方程 为 x? 十 y: 二 a’. 取 A(a,0)(a>>0), 则 过 点 
4 的 切线 方程 为 zx 一 ay, 可 求 得 已 (一 六 
一 Va 一 已 ),C( 一 b, Va: 一) (>>0). 分 别 
计算 出 Rap Rac ,Ra'p’ 、Rac, 可 得 ka = kap’, 
于 是 推 得 有 kar 二 krc , 即 证 得 CA//CA.. 

如 上 命题 可 否 推 广 到 椭圆 ? 显然 , 上述 
证 法 对 椭圆 不 适用 . 因为 圆 上 每 一 点 的 地 位 
完全 平等 ,所 以 可 取 任 一 点 为 A(a,0), 而 对 
椭圆 则 不 行 . 另外 ,上 述 命 题 能 否 推 广 到 椭 
圆 ,要 看 能 否 证 明成 立 或 举 出 反例 . 然而 ,如 图 8-4 
朱 运 用 射影 几何 知识 ,得 知 圆 的 仿 射 对 应 图 形 是 椭圆 ,平行 是 仿 射 性 质 ,而 上 述 
命题 只 涉及 圆 的 仿 射 性 质 . 经 过 仿 射 变换 , 圆 变 成 椭圆 , 仿 射 性 质 不 变 , 因 此 ,可 
断定 上 述 命 题 能 够 推广 到 椭圆 . 剩 下 的 事 只 需 加 以 证 明 . 


中 王 获 庚 . 射影 几何 指导 中 学 解析 几何 教学 举例 . 数学 通报 ,1991(4) ,37 一 39 
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2 2 
如 图 8 -5, 设 椭圆 二 十 筷 王 1 上 三 点 
a b 


A(xriyy1). B(xs, yy) CT, ya), 则 kEc 一 


.3 .2 YY Vy2 YI 
,kca 一 ， RaB 一 一 一 一 一 ，&Bc = 
3 a 1] 3 2 XA) 
pb’ x) 并 _ bz 
3 ;Rea' 二 一 2 ,大 4B' 一 2 . 
a Yi a 了 2 UU VY3 


由 gc 二 kge' 及 上 ss 二 上 wa' 得 
a yi (y: Ys2 ) 二 —b’ x (Xz Xs ), (1) 


a ya (ys — y=—0 rr OT— ri), (2) 

由 (1) 十 (2) 整 理 得 a? y (ys 一 yi1) 二 一 Bx (zy 一 工 )， 

即 有 kc 二 kea, 所 以 CAJCA.. 

此 时 ,关于 椭圆 的 上 述 命 题 能 否 推 广 到 双 曲 线 和 抛物 线 ? 乍 看 ,上 述 对 椭圆 
情形 证 明 的 每 一 步 都 可 以 “完全 形式 地 ”照搬 到 双 曲 线 和 抛物 线 的 情形 ,似乎 可 
以 推广 . 但 实际 上 ,该 命题 的 前 提 条 件 对 于 双 曲 线 和 抛物 线 都 是 不 可 能 实现 的 . 
即 在 双 曲 线 和 抛物 线 上 ,不 存在 这 样 的 三 点 A、B.C, 使 得 A 点 处 的 切线 平行 于 
BC ,又 使 得 C 点 处 的 切线 平行 于 AB. 这 是 因为 在 射影 几何 中 ,有 如 下 结论 ，. 

结论 设 常 态 二 阶 曲 线 厂 上 三 点 A、B.C 处 的 切线 依次 为 B'C’.C A'、 
AB', 则 BC 交 B'C’.CA 交 C’A’.、AB 交 AB’ 的 三 个 交点 所 在 直线 ! 与 该 曲线 
无 实 交 点 . 

这 样 , 上 述 结 论 中 三 交点 所 在 直线 /投射 成 无 穷 远 直线 时 , 则 该 常态 二 阶 曲 
线 卫 不 可 能 投 成 双 曲 线 和 抛物 线 . 这 是 因为 在 射影 一 仿 射 平面 上 ,无 穷 远 直 线 分 
别 与 椭圆 、 双 曲线 、 抛 物 线 “ 相 离 ”“ 相 交 ”“ 相 切 ”( 如 图 8 -2). 因此 , 当 工 是 双 
曲线 和 抛物 线 时 ,上 述 结论 中 的 直线 ! 不 可 能 是 无 穷 远 直 线 . 也 就 是 对 于 双 曲 线 
和 抛物 线 , BC 与 BC ,4B 与 A'B' 不 可 能 同时 交 于 无 穷 远 点 , 即 BC//B'C' 与 
AB//A'B' 不 可 能 同时 出 现 . 

3， 用 射影 几何 解释 一 些 问 题 

将 欧 氏 平面 拓 广 ,添加 无 穷 远 点 和 无 穷 远 直 线 ,构成 射影 一 仿 射 平面 ,并 在 其 
上 建立 点 的 齐 次 坐标 和 曲线 的 齐 次 方程 ,可 以 清晰 地 解释 一 些 解析 几何 中 的 问题 

问题 1 直线 和 圆锥 曲线 一 般 有 两 个 交点 ( 当 两 个 实 交 点 不 同时 , 称 直线 为 
割 线 ;两 交点 重合 时 , 称 直 线 为 切线 ;两 交点 为 虚 点 时 , 称 直线 与 曲线 相 离 ). 但 当 
直线 与 抛物 线 的 对 称 轴 平行 时 ,或 直线 与 双 曲 线 的 渐 近 线 平 行 时 ,都 只 有 一 个 实 
交 扣 ,那么 男 一 个 交点 呢 ? 

问题 2 ”对 于 椭圆 和 双 曲 线 的 每 一 条 切线 ,都 有 与 它 平行 的 另 一 条 切线 ,而 
对 于 抛物 线 的 任何 一 条 切线 ,都 没有 与 它 平行 的 另 一 条 切线 . 为 什么 会 发 生 这 种 
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差别 ? 

问题 3 存在 不 存在 与 双 曲 线 两 支 都 相 切 的 直线 ? 

问题 4 两 个 不 同 椭圆 最 多 可 以 有 四 个 不 同 的 实 交点 , 圆 是 椭圆 的 特例 ,但 
是 ,两 个 不 同 的 圆 最 多 只 可 能 有 两 个 不 同 的 实 交点 ,这 是 什么 缘故 ? 

类 似 的 问题 还 可 举 出 一 些 . 这 些 问题 请 读者 进行 解释 . 


习 题 8.4 


1. 根据 圆锥 曲线 的 演变 性 质 相 关 性 , 写 出 与 下 列 命题 性 质 相 关 的 另 两 种 曲 
线 的 命题 . 
(1) 以 双 曲 线 焦 半 和 双 为 直径 的 圆 必 与 以 实 轴 为 直径 的 圆 相 外 切 . 


(2 ) 设 椭圆 二 上 二 1 的 二 预 点 为 4A(a,0),4 (一 a,0) ,与 y 轴 平行 的 直线 


交 椭圆 于 P,P . 则 直线 AP 与 4'P 的 交点 的 轨迹 方程 为 于 -- 问 =1. 


2. 根据 离心 实 的 变化 规律 . 写 出 与 下 述 命 题 性 质 相关 的 另 丙种 此 线 的 全 
题 : 以 抛物 线 的 焦点 弦 PQ 为 直径 的 圆 必 与 其 准 线 相 切 ， 

3. 已 知人 ABC 三 边 上 分 别 分 三 边 AB、BC 及 CA 成 有 相同 比值 的 两 条 线 
段 的 三 个 分 点 顺 次 为 1L、M 及 N. 求 证: 八 ABC 和 ALMN 有 相同 的 重心 . 

4. 试 从 变换 的 角度 分 析 本 节 中 关于 圆 的 切线 与 弦 平 行 的 命题 为 什么 不 能 
推广 到 双 曲 线 和 抛物 线 . 
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解析 几何 是 高 中 的 课程 ,内 容 只 限于 平面 解析 几何 . 重点 是 直线 和 圆 , 以 及 
二 次 曲线 的 方程 . 核心 思想 是 “ 数 与 形 之 间 的 转换 和 结合 ”. 关于 具体 的 教学 过 
程 ,有 以 下 的 评论 建议 . 

1. 关于 坐标 系 

大 家 知道 ,坐标 系 是 解析 几何 借以 展现 的 舞台 . 不 过 ,用 坐标 确定 点 的 位 置 ， 
早 在 小 学 已 经 有 所 介绍 ,虽然 那 时 只 限于 第 一 象限 和 整数 坐标 . 初中 引入 少数 概 
念 时 .全面 地 介绍 了 直角 坐标 系 , 并 借以 描绘 随 数 图 像 , 因此 ,在 高 中 阶段 进行 解 
析 几 何 教学 ,就 不 必 在 直角 坐标 系 上 过 多 停留 . 应 该 把 重点 放 在 坐标 系 的 多 样 性 
(例如 有 极 坐 标 ) ,以 及 坐标 个 数 和 平面 与 空间 的 维 数 问题 . 适当 提 一 下 nn 维 空 
间 ,也 是 可 以 的 . 至 于 坐标 变换 ,现在 已 经 从 课程 中 删 去 了 . 值得 注意 的 是 ,在 具 
体 数 学 问题 中 ,如何 架 设 比较 合适 的 坐标 系 , 使 得 表示 简洁 ,计算 简便 ,是 一 个 十 
分 重要 的 问题 . 
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2. 点 的 坐标 与 向 量 、 复 数 的 关系 

几何 学 中 的 向 量 , 乃 是 有 向 的 线段 . 自由 疝 量 可 以 不 用 坐标 系 .但 是 我 们 的 
大 多 数 研 究 都 需要 使 用 坐标 系 来 表示 疝 晤 .平面 上 的 位 置 向 量 就 是 用 一 对 有 序 
的 实数 来 表示 的 . 复数 的 几何 表示 也 是 一 对 有 序 实数 . 在 教学 中 ,(a,65) 既 可 以 表 
未 平面 上 一 个 点 的 坐标 ,又 可 以 表示 一 个 位 置 向 量 , 还 可 以 表示 一 个 复数 .不 过 ， 
点 是 没有 代数 结构 的 (点 不 能 作 加 法 .乘法 ). 向 量 有 自己 的 加 法 和 乘法 (数量 积 
和 回 量 积 ), 而 复数 的 加 法 和 向 量 一 样 , 但 是 乘法 就 不 同 了 ,有 自己 的 乘法 定义 ， 
在 教学 中 我 们 要 注意 彼此 间 的 联系 与 区 别 . 

3 关于“ 数 形 结合 ”的 思想 

华罗庚 先生 说 过 :“ 数 形 结合 万 般 好 ”. 在 我 国 数学 教育 界 , 数 形 结合 的 思想 
深入 人 心 . 结合 的 意思 是 ,运用 坐标 表示 ,使 得 几何 的 “点 ”和 代数 的 “ 数 ” 之 间 构 
成 对 应 关系 ,进而 把 曲线 上 的 “几何 点 集 ”, 和 满足 方程 的 “坐标 数 集 ” 对 应 起 来 ， 
并 且 能 够 相互 转换 . 这 种 数 和 形 之 间 的 转换 能 力 , 是 “数学 双 基 ”的 一 部 分 ,数学 
思想 的 华 彩 乐音， 

同样 的 曲线 ,可 以 转换 成 不 同 的 方程 .例如 以 r 为 半径 的 圆 ,有 直角 坐标 系 
下 的 方程 z 十 y 二 7 ,也 有 极 坐 标 方 程 p 二 r, 还 有 参数 方程 + =rcos0,y 二 rsin9， 
什么 时 候 用 怎样 的 方程 表示 ,是 一 个 难点 . 

我 们 常常 说 ,解析 几何 是 用 代数 方法 研究 几何 问题 . 其 实 还 有 另外 一 面 :用 
几何 观点 分 析 代 数 问题 . 数 形 转换 是 双向 受益 的 .在 第 六 节 还 会 举例 说 明 . 

4， 如 何 理解 “数学 中 的 转折 点 是 笛 卡 儿 的 变数 ” 

恩格斯 在 4 目 然 辩证 法 》 中 指出 ;数学 中 的 转折 点 是 笛 卡 儿 的 变数 . 有 了 恋 
数 ,运动 进 入 了 数学 . 有 了 变数 ,辩证 法 进入 了 数学 . 有 了 变数 ,微分 和 积分 立刻 
成 为 必要 的 了 .” 

恩格斯 把 销 卡 儿 的 “变数 ”看 作 转 折 点 ,是 非常 正确 的 . 在 笛 卡 儿 之 前 ,方程 
是 静态 的 ,人 们 只 关注 如 何 求 出 方程 的 根 . 几何 研究 虽然 把 曲线 看 作 动 点 运动 的 
轨迹 ,但 是 曲线 不 能 计算 . 只 当 笛 卡 儿 把 动 点 形成 的 曲线 看 作 是 “坐标 ( 数 )” 变 化 
的 结果 ,变数 才 破 土 而 出 . 

牛顿 在 这 基础 上 ,将 曲线 看 作 是 动 点 的 路 径 , 把 物体 运动 的 轨迹 表示 为 参数 
方程 + 二 x(t) ,y 二 y(t). 然后 研究 流 数 z (的 和 y (4) ,由 此 诞生 了 微 积分 . 

莱 布 尼 次 则 从 曲线 的 切线 入手 研究 曲线 性 质 , 在 坐标 系 上 观察 到 , 浮 数 在 一 
太 的 切线 锋 率 的 变化 ,对 研究 函数 的 性 质 有 重大 价值 . 

这 样 , 微 积 分 学 就 产生 了 . 

我 们 把 函数 作为 描述 运动 的 工具 .但 是 追溯 函数 的 来 源 , 正 是 对 各 种 特殊 的 
曲线 的 概括 . 币 卡 儿 在 1637 年 给 出 了 坐标 几何 的 思想 . 1967 年 ,J. 格 里 高 利 给 
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出 了 第 一 个 比较 明确 的 函数 定义 . 

“从 希腊 时 代 到 1600 年 ,几何 统治 着 数学 ,代数 居于 附庸 的 地 位 . 1600 年 以 
后 ,代数 成 为 基本 的 数学 部 门 .在 这 作用 的 交替 中 , 微 积 分 是 决定 的 因素 . ”4 管 
上 下 儿 的 变数 ,就 是 1600 年 之 后 发 生 的 那个 转折 点 . 

5， 数 形 结 合 的 思想 是 不 断 发 展 的 

中 学 里 的 解析 几何 课程 ,常常 给 人 这 样 的 印象 :解析 几何 就 是 为 研究 二 次 曲 
线 服务 的 . 其 实 , 解 析 几 何 的 价值 , 远 远 超过 二 次 曲线 的 范围 . 大 学 里 要 学 习 空 间 
解析 几何 .线性 代数 和 解析 几何 有 密切 的 关系 ,主要 原因 在 于 坐标 变换 是 线性 变 
换 . 此 外 ,高 次 曲线 ,高 次 曲面 的 研究 直接 导致 “代数 几何 学 ”许多 曲线 曲面 的 研 
究 还 只 是 刚刚 开始 . 费 马 大 定理 x 十 y" 二 zx” 当 n 之 3 时 无 解 , 就 可 以 看 作 是 一 个 
n 次 曲面 上 是 否 仔 在 整数 点 问题 . 这 对 于 扩展 学 生 的 视野 ,鼓励 学 生 探 索 数 学 奥 
秘 很 有 好 处 . 

6. 关于 一 次 曲线 的 教学 

二 次 曲线 和 圆锥 曲线 是 一 回 事 . 但 是 学 生 只 看 到 这 些 曲 线 的 方程 是 “二 次 ” 
的 , 却 不 知道 为 什么 叫 “ 圆 锥 曲线 ”. 因此 ,应 该 加 强 用 平面 截取 圆锥 得 到 的 各 种 
蕉 线 的 直观 教学 ， 

二 次 曲线 的 教学 内 容 , 正 在 渐渐 减少 .最 新 的 高 中 课程 标准 ,只 要 求 掌 握 圆 
锥 曲线 的 标准 形式 ,知道 焦点 ,长短 轴 , 渐 进 线 , 以 及 一 些 最 基本 的 性 质 . 离心 率 
已 经 淡化 ,如 果 说 抛物 线 的 准 线 需要 介绍 ,椭圆 和 双 曲 线 的 准 线 却 删 去 了 . 早先 
要 求 讨论 一 般 的 二 次 曲线 :Ax 十 Bxry 十 Cy 十 Dx 十 Ey 十 F 二 0, 以 及 坐标 变换 
等 ,现在 都 移 到 大 学 数学 课程 . 

新 进 线 涉及 “无 限 ” 接 近 , 这 也 是 关于 “认识 无 限 ” 的 话题 . 

二 次 曲线 的 应 用 ,主要 有 三 方面 :(1) 行星 运动 和 卫星 运动 的 轨迹 ;(2) 光学 
性 质 ;(3) 美学 价值 . 前 两 者 的 应 用 ,推导 过 程 比 较 复 杂 ,在 实际 教学 中 , 只 能 作 
简单 介绍 ,给 出 结果 . 有 些 教师 ,要 求学 生 用 直线 、 圆 、 二 次 曲线 画 一 张 卡 通 画 , 写 
出 每 段 曲 线 的 方程 ,也 是 一 个 很 好 的 锻炼 . 

7. 处 理 方 程 和 上 晤 数 的 关系 

方程 和 上 曲 数 是 中 学 里 最 重要 的 两 个 概念 ,它们 之 间 有 密切 的 联系 .“ 同 样 的 
一 个 等 式 , 可 以 用 两 种 观点 去 考察 ”. 这 是 基本 的 数学 素养 . 但 是 ,很 多 学 生 不 能 
很 好 地 认识 和 掌握 . 教学 中 应 当 注 意 阐 述 二 者 之 间 的 连接 ,反复 强调 ， 

值得 注意 的 是 单 值 消 数 与 多 值 函 数 的 认识 . 中 学 里 的 函数 概念 中 强调 函数 
的 “ 单 值 性 ”. 但 是 ,方程 所 蕴涵 的 函数 却 往往 是 多 值 的 ,需要 单 值 化 处 理 . 例如 ， 


QM. 殉 莱 因 . 占 今 数学 思想 (二 ). 中 译本 . 上海 :上 海 科 技 教育 出 版 社 ,2002:25 
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圆 方程 获得 的 函数 是 多 值 的 ,要 分 为 上 下 半圆 两 个 分 支 处 理 , 也 就 是 用 两 个 单 值 
函数 加 以 表示 . 解析 几何 中 的 抛物 线 方程 是 y 三 2z, 和 一 元 二 次 函数 y= 二 x 的 
形式 是 不 同 的 ,这 也 常常 引起 学 生 的 理解 困难 . 

8. 尽量 使 用 几何 教育 软件 

几何 是 直观 的 .在 有 条 件 的 地 方 , 应 当 多 使 用 计算 机 课件 ,展现 圆锥 曲线 的 
形成 过 程 ,看 到 随 着 离心 率 的 变化 ,怎样 从 一 种 曲线 变 到 另外 一 种 .另外 ,实际 观 
测 我 国 的 人 造 卫 星 和 载 人 飞船 的 运行 轨道 ,对 于 学 生理 解 二 次 曲线 及 其 性 质 , 都 
会 有 极其 重要 的 作用 . 
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圆锥 曲线 与 实际 应 用 问题 : 

(1) 圆锥 曲线 与 天 体 运 行 的 轨道 

地 球 和 其 他 行星 绕 太 阳 运 行 的 轨道 以 及 月 亮 和 人 造 地 球 卫星 绕 地 球 运 行 的 
轨迹 都 是 圆锥 曲线 . 关于 人 造 卫星 运行 的 轨道 的 形状 与 水 平方 向 发 射 火 箭 的 初 
速度 的 关系 ,可 以 用 图 8-6 示 意 : 

图 8-6 中 的 

1 表示 圆周 一 7.91(Ckmy/s) ; 

2 表示 楷 加 w 王 10.0(Ckmysy) ; 

3 表示 椭 加 v= 二 11. 0(km/s)，; 

4 表示 桥 辐 v= 二 11. 1(km/s); 

5 表示 抛物 线 wm 一 11. 19(km/s); 

6 表示 双 曲 线 ww 三 12.0(kmysy); 

7 表示 了 直线 vo 一 co. 

(2) 椭圆 抛物 线 、 双 曲线 的 光学 性 质 及 应 用 

由 圆 的 光学 性 质 : 从 椭圆 的 一 个 焦点 发 出 的 光线 ,经 过 椭圆 反射 后 ,反射 光 
线 都 聚 交 于 椭 贺 的 另 一 个 焦点 上 . 

抛物 线 的 光学 性 质 : 从 抛物 线 的 焦点 发 出 的 光线 ,经 过 抛物 线 反 射 后 ,反射 
光线 都 平行 于 抛物 线 的 轴 ; 反 之 , 沿 着 平行 于 抛物 线 的 轴 的 方向 向 抛物 线 发 出 的 
光线 ,经 过 抛物 线 反 射 后 ,反射 光线 都 聚 交 于 抛物 线 的 焦点 上 . 

双 曲 线 的 光学 性 质 :从 双 赐 线 的 一 个 焦点 发 出 的 光线 ,经 过 双 曲 线 反 射 后 ， 
反射 光线 是 散 开 的 ,它们 就 好 像 是 从 另 一 个 焦点 ( 称 为 虚 焦 点 ) 发 出 的 一 样 ; 反 
之 , 癌 双 曲线 的 一 个 焦点 (也 称 虚 焦点 ) 发 出 的 光线 ,经 过 双 曲 线 反 射 后 ,反射 光 
线 都 案 交 于 双 曲 线 的 男 一 个 焦点 上 . 
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利用 椭圆 的 光学 性 质 , 制 作 电 影 放 映 机 的 放映 灯泡 ,这 种 灯泡 的 玻璃 内 壁 上 
镇 铝 , 并 留 有 透明 窗 ( 通 光 孔 ), 它 的 反射 镜面 是 旋转 椭 球 面 的 一 部 分 . 如 图 8 - 
7 ,中 心 截 口 BAC 是 椭圆 的 一 部 分 ,灯丝 位 于 它 的 一 个 焦点 上 , 片 门 位 于 男 一 
个 焦点 F, 上 ,从 而 获得 最 强 光 线 . 


利用 双 曲 线 的 光学 性 质 , 可 以 制作 室内 拍照 时 的 照明 灯具 ,为 了 把 被 摄 对 象 
照 得 更 亮 ,摄影 师 总 想 把 灯 尽 可 能 放 近 些 . 为 获得 足够 的 亮度 ,又 使 光线 尽 可 能 
地 均匀 和 革 和 , 束 可 把 灯具 反光 蚀 的 表面 做 成 双 叶 旋转 双 曲 面 的 形状 ,并 放 灯 丝 恰 
好 位 于 焦点 . : 

综合 应 用 抛物 线 与 双 曲 线 的 光学 性 质 , 可 以 设计 制造 出 反射 式 天 文 望远镜 ， 
这 种 望远镜 的 特点 是 镜 简 的 长 度 可 以 相对 地 很 短 , 但 观测 天 体 的 运动 或 位 置 关 
系 却 相对 地 很 清楚 . 

例如 , 南 汞 天 文 仪 厂 设计 制造 的 一 种 反射 式 天 文 望远镜 ,其 光学 系统 的 原理 
示意 图 ( 即 中 心 截 口 示意 图 ). 如 图 8 -8, 其 中 一 个 反射 镜 PQ 弧 所 在 的 曲线 为 抛 
物 线 , 另 一 个 反射 镜 MN 弧 所 在 的 曲线 为 双 曲 线 的 一 个 分 支 . 又 Fi 、F; 为 双 曲 
线 的 两 个 焦点 , 且 F; 兼 为 抛物 线 的 焦点 . 


1763 
2080 
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这 样 , 依 通常 约定 ,将 天 体 发 出 的 光线 视 为 平行 光线 中 ,根据 抛物 线 光 学 性 质 ， 
则 光线 四 经 抛物 线 PQ 反射 后 ,反射 光线 加 就 都 聚 交 于 抛物 线 的 焦点 Fe 上 ;因为 
F, 是 双 曲 线 的 虚 焦 点 ,根据 双 曲 线 的 光学 性 质 , 光 线 加 经 双 曲 线 MN 反射 后 ,反射 
光线 @@ 就 都 聚 交 于 双 曲 线 的 另 一 个 焦点 Fi 上 ,在 点 五 处 可 对 天 体 观 测 得 很 清楚 . 

(3) 椭圆 .抛物线 、 双 曲线 的 其 他 应 用 

由 抛物 线 产生 的 平移 曲面 ,党 被 应 用 到 一 些 建筑 物 的 屋顶 上 . 例如 北京 网 球 
馆 的 屋面 形状 是 椭圆 抛物 面 , 如 图 
8- 9. 而 某 些 火车 站 或 体育 馆 的 屋 
顶 也 做 成 椭圆 抛物 面 的 形状 ,如 图 二 人 
8 - 10. 这 些 椭圆 抛物 面 的 诛 顶 看 上 (I I 人 
去 形状 有 总 像 球面 ,因而 大 方 匀称 . i 中 ea 
但 在 实际 施工 时 , 浇 制 椭圆 抛物 面 
的 屋顶 要 比 浇 制 球面 方便 . 这 是 因 图 8-9 
为 预制 水 泥 构 件 时 要 先 做 模板 ,而 用 一 组 平行 平面 去 截 球面 ,截面 圆 的 半径 是 变 
化 的 ,所 以 浇 制 球面 时 各 块 模板 的 形状 互 不 相同 ,要 做 多 块 模板 . 而 椭圆 抛物 面 
或 双 曲 抛物 面 由 于 是 平移 曲面 ,所 以 浇 制 时 每 块 模板 的 形状 和 大 小 都 是 完全 相 
同 的 抛物 线 ,这样 就 方便 多 了 . 
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1. 直线 与 圆 
例 1 如 图 8-11, 在 正三 角形 ABC 中 ,DE 分 别 在 AB 和 BC 上 ,上 且 A4AD= 


二 4AB,BE 一 二 BC,AE 和 CD 交 于 点 ,试问 直线 BP 和 CP 的 位 置 关系 怎样 


3 
为 什么 ? 
解 ” 猜 想 .BP | CP. 
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以 AB 所 在 直线 为 x 轴 ,AB 中 点 为 原点 ,建立 直角 坐标 系 . 设 A( 一 a,0)， 


BCa,0), 则 C(OW3a),D(—$,0),E(,3e). C 


所 以 AE= (¥,22),cD= (一 全 ,一 5a) 


直线 AE、CD 的 一 个 法 向 量 分 别 为 < 一 \ 
nn | 人 人、 
(-。 52 ), (V3a,—) 4 DD B 
3 "3 3 图 8-11 
由 此 得 直线 AE 的 方程 为 


-arta) + y=0, YIr—5y+V3a—0. 
直线 CD 的 方程 为 
V3az 一 本 (一 Y3a) 一 0， 即 3V3z 一 y 十 V3a 一 0. 


=— 
V3r—5y+V3a=0, | 了? 
由 解 得 
3 V37r—y+V3a==0， _V3 
yy 7 4， 


即 得 点 了 的 坐标 为 (一 a,3a) 


于 是 得 BP= (— 36,0a),cP= (一 2 一 8)， 


且 有 
BP CP= (一 了 (—3a)+a. (~8Y3a)=0, 
所 以 直线 BP 和 CP 互相 垂直 . 


氮 评 ”和 赁 直觉 猜测 BP CP, 欲 证 这 一 结论 的 关键 是 求 点 PP 的 坐标 . 为 此 ， 
须 建立 直线 AE 和 CD 的 方程 . 这 样 , 就 必须 先 建立 平面 直角 坐标 系 . 因此 ,运用 
解析 法 证 明 本 例 就 是 顺理成章 的 事 了 . 


这 里 的 证 明 , 应 用 了 “BP」CPOBP CP=0%(—7a) (-- 茸 )+ 容 。 。 
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(534) =0”, 这 是 常用 的 方法 , 它 使 * 形 ”与 “ 数 "结合 ,沟通 了 用 代数 研究 几何 


的 渠道 .一般 地 , 设 M(a,6),A(xi ,yi) BBCryy )， 则 
MA | MBEOMA . MB=0G (Cn —a) (Cr —D+ Cy m0 (Cy, —6)=0. 
当然 , 求 得 点 P 的 坐标 后 ,运用 勾 股 定理 证 明 BP | CP, 在 这 里 也 是 方便 
的 ,读者 不 妨 一 试 . 
例 2 对 于 平面 上 任意 一 点 卫 , 当 点 Q 在 线段 4B 上 运动 时 , 称 | PQ| 的 最 小 
值 为 点 PP 与 线段 AB 的 距离 . 如 图 8-12, 已 知 定 点 A(l1, 一 2) 和 BC(4,1), 动 点 P 
在 x 轴 上 运动 , 写 出 点 P(i,0) 到 线段 AB 的 距离 疡 关于 上 的 函数 关系 式 . 


图 8-12 
解法 1 由 题 设 , 易 得 线段 AB 的 方程 为 
Xi 一 y 一 3 一 0(1 委 xz 雪 4)， 
收 可 设 线段 AB 上 的 任 一 点 Q 的 坐标 为 (x ,x 一 3), 则 


| PQ| 三 v (一 过 )2 十 (一 37)， 


2 


、_ 六 一 一 一 一 一 一 一 总 
i 1zr) 一 (一 六 十 (一 3)2 一 2 (zx) +(- 霹 ) (1 入 妇 4)， 


2 万 
当 1< 人 <4, 即 一 1<t<5 时 ,得 
Pa -f(D )- 全 


当中 >4, 即 :>5 时 ,f(z) 在 [1,4] 上 单调 递减 ,得 


[PQ = f(4)=y (一 4) 二 1; 
ft 二 3 


当 一 一 <<1, 即 1 之 一 1] 时 , f(x) 在 [1,4]j 上 单调 递增 ,得 
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| PQ = f(1)=vy(t—1)’+4. 
V (1 一 1) 十 4， tl]; 


一 了 
综 上 所 述 ， p00) = 一 3 ， _1<i 坟 5， 


V2 


V(t—4):++1, it>5. 
解法 2 由 题 设 , 易 得 线段 AB 的 方程 为 
Z 一 y 一 3 一 0(1] 委 工 雪 4)， 
过 A.B 分 别 作 AB 的 垂 线 交 x 轴 于 M、N( 如 图 8-12(b)), 易 得 直线 AM、 
BN 的 方程 分 别 为 
Z 十 y 十 1 一 0,z 十 y 一 5 一 0. 
令 > 三 0, 得 M、N 的 坐标 分 别 为 M( 一 1,0),N(5,0).， 
当 1 过 一 1 时 , 即 点 了 在 点 M 左 侧 时 ,由 定义 得 
PQIwio = | PA|=V(—1):++4; 
当 一 1 委 才 5, 即 点 已 在 线段 MN 上 时 ,由 点 到 直线 的 距离 公式 ,得 
一 3| 
万 
当 1 之 5 时 , 即 点 了 在 点 入 右 侧 时 ,由 定义 得 
|PQ| ,=|PBI=V(t—4)’+1. 
V(t—1)+4, t<—1; 


9 一 1 委 皮 5; 


| PQ | 


综 上 所 述 ， h(i) 一 


v(t 一 4)* 十 1， t >5, 


尽 评 本 例 以 “点 与 线段 AB 的 距离 ”为 载体 ,考查 数学 学 习 的 能 力 . 在 审 
题 时 ,应 面 出 符合 题 设 条 件 的 图 形 , 日 “ 动 中 绒 静 , 静 图 动 观 ”, 深 入 分 析 图 形 的 演 
变 过 程 ,找到 新 概念 与 “点 到 直线 的 距离 ”的 联系 和 区 别 ; 当 点 在 线段 MN 上 运 
动 时 ,“ 点 了 与 线段 AB 的 距离 ” 即 是 “点 到 直线 AB 的 距离 ”; 当 点 PP 在 M 左 侧 
(或 NN 右 侧 ) 时 ,“ 点 了 与 线段 AB 的 距离 ”转化 为 点 PP 与 点 A( 或 B) 之 间 的 距 
离 . 这 样 .解法 1 和 解法 2 都 容易 想到 了 . 因此 , 解 本 例 的 关键 是 仔细 阅读 , 抓 住 
信息 ,丰富 感性 认识 ,以 透彻 理解 . 

例 3 小 河 同 侧 有 两 个 村 庄 A、B, 两 村 庄 计 划 在 河上 共 建 一 水 电站 发 电 供 
两 村 使 用 .已 知 A、B 两 村 到 河 边 的 冬 直 距离 分 别 为 300 m 和 700 m, 且 两 村 相距 
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500 m, 问 水 电站 建 于 何 处 , 送 电 到 两 村 的 电线 用 料 最 省 ? 

解 以 小 河 ! 所 在 直线 为 x 轴 , 以 A 在 1 上 射影 O 为 原点 ,建立 直角 坐标 
系 , 如 图 813. 则 点 A 的 坐标 为 (0,300). 

设 点 B 的 坐标 为 (x,700), 点 B 在 y 轴 上 的 
射影 为 态 , 则 
r=|BHI=vVAB’:—AH:=V500’—400’=300, 

故 点 B 的 坐标 为 (300,700). 

设 点 A 关于 z 轴 的 对 称 点 为 A'(0, 一 300)， 
则 

1PA| 二 |PB|=|PA’|+1PB| 宇 |A'B|， 

当 且 仅 当 A'、P.B 三 点 共 线 时 ,上 式 中 取 等 
号 , 即 | PA| 十 | PB | 为 最 小 . 故 水 电站 应 建 在 直 图 8-13 
线 A'B 和 x 轴 的 交点 上 . 直线 A'B 的 一 个 方向 向 量 为 4B=(300,1000) ,其 方程 
为 


y 一 700 _ zx 一 300 _10 | 
1 000 300 ' y= 3 x 300. 


令 y 王 0, 得 二 90, 交 点 为 PC(90,0). 故 水 电站 应 建 在 河 边 距 A 到 小 河 最 近 
点 O 的 90 m 处 用 料 最 省 . 

态 评 对 实际 的 应 用 问题 ,应 理 清 题 意 , 建 立 适当 的 平面 直角 坐标 系 , 找 出 
相关 量 的 关系 ,利用 转化 的 思想 解决 问题 ,本 例 即 转化 为 求 丰 线 A'B 和 7 的 交点 
P 的 坐标 的 问题 . 

本 例 利 用 对 称 的 方法 ,使 问题 的 解决 既 直 观 又 简捷 . 若 利 用 求 点 P(r,0) 到 
A.、B 的 距离 和 | PA| 十 | PB| 二 Vx: 十 3007 十 V(x 一 300)? 十 7007 的 最 小 值 ,这 辕 
然 容 易 想 到 ,但 计算 颇 为 繁琐 . 读者 不 妨 试 试 . 

例 4 已 知 定 点 A(0,1),B8(0, 一 1),C(1,0), 动 点 P 满足 AP . BP = 
m|CPl. 

(1) 求 动 点 PP 的 轨迹 ; 

(2) 当 六 一半 时 , 求 1AE+ 2 BP| 的 最 大 什 和 最 小 值 


解 (1) 设 动 点 了 的 坐标 为 (zx,y), 则 
因为 AP . BP=m|CP|’, 
所 以 ry—1)(yt+1)=m[ (zr—1)+ yj], 
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BB (1—m)z’ (lm)y 2mr—m—1=0, (1) 
在 m 二 1, 则 方程 (1) 为 x 二 1, 表 示 过 点 (1,0) 且 平行 于 y 轴 的 直线 ，; 
硅 m 关 1, 则 方程 (1) 可 化 为 


和 


一 ,0 ) 为 圆心， ,以 [| 一 为 半径 的 加 


表示 以 (一 


(2) 当 mm 一 三 时 ,方程 (1) 化 为 
TX 十 y 十 27 一 3 二 0, 即 (x 十 1 十 y= 二 4. 
因为 AP +2 BP=(Cx,y— 1) 12Cr,yt+1) = (3r,3y+1), 
所 以 AP+2 BP| =V9r Toy FoyTI. 
又 x 十 =3 一 27, 所 以 |AP+2 BP|=V 一 18z 十 6y 二 28， 
而 点 P(z,y) 在 圆 (z 十 1)2 十 内 一 4 上 ， 
故 令 x 二 一 1 十 2cos 8,y 二 2sin 98, 则 
一 18zr 十 6y 十 28 一 46 一 36cos 0 二 12sin0 
一 46 一 12V10cos(9 十 po)E[46 一 12V10,46 十 12wV10]. 


所 以 14P+2 BP | 的 最 大 值 为 /46412Vi5 二 6 十 Vi0, 最 小 值 为 


46 一 12V10==6 一 V10. 

点 评 第 (1) 题 运用 向 量 的 基本 运算 和 方程 的 思想 , 求 出 点 PP 满足 的 轨迹 
方程 ,并 据 此 判断 方程 所 表示 的 曲线 . 在 判断 过 程 中 ,必须 根据 方程 Ax? 十 
By: 十 Cry 十 Dr 十 Ey 十 FF 二 0 表示 圆 的 充 要 条 件 是 “A 王 B 尖 0,C=0 且 7: 十 
下 一 44F>>0 "进行 分 类 讨论 ,否则 ,将 忽视 “六 王 1 这 一 特殊 情况 . 

第 (2) 题 考查 了 圆 的 方程 的 应 用 ,利用 圆 的 普通 方程 和 参数 方程 ,将 所 求 式 
于 表达 为 只 含 一 个 变量 的 函数 ,从 而 将 问题 转化 为 求 孙 数 的 最 值 . 在 求 最 值 的 问 
题 中 ,这 一 方法 常常 用 到 ,应 引起 足够 的 重视 .在 
转化 过 程 中 ,应 注意 由 贺 锥 曲线 的 几何 性 质 限制 
变量 的 范围 . 

例 S 自 点 A( 一 3,3) 发 出 的 光线 / 射 到 > 
轴 上 ,被 x 轴 反射 后 ,其 反射 光线 /与 圆 C ;x 十 
y 一 4z 一 4y 十 7 王 0 相 切 , 求 光线 /所 在 直线 的 
方程 . 

解法 1 如 图 8-14, 设 入 射 光线 /与 z+ 轴 交 


于 点 B(5,0), 则 直线 AB 的 斜率 为 kp = 
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由 光 的 反射 定律 , 知 /的 斜率 为 二 ,其 方程 为 
y 一 二 a(Y 一), 即 37— (b+3)y— 30=0. 
网 C 的 方程 可 化 为 (x 一 2)* 十 (y 一 2)* 一 1, 其 圆心 为 (2,2) ,半径 7=1. 


由 题 意 , 知 直线 / 与 圆 C 相 切 ,于 是 得 
6 一 2 十 3) 一 36| _ 


v9 二 (6 二 3) 


4 


| ， 3 3 
化 简 得 4 一 b 一 3 二 0, 解 得 bh 一 1 或 如 二 一 闻 , 从 而 有 名 二 一 闻 或 如 二 一 与 


所 以 ,光线 /所 在 直线 的 方程 为 
3 十 4y 一 3 二 0 或 4z 十 3y 十 3 一 0. 

解法 2 加 C 的 方程 为 (x 一 2)* 十 (y 一 2):= 二 1. 
圆 C 关 于 >z 轴 对 称 的 圆 C 的 方程 为 

(rT—2)* 十 (y 十 2)* 二 1. 
设 入 射 光 线 ! 所 在 直线 的 方程 为 

y 一 3 三 k(z 十 3) ,有 即 kr 一 y 十 3k 十 3 二 0. 

如 图 8 - 14, 直 线 :与 圆 C 相 切 , 则 圆心 C (2, 一 2) 到 /的 距离 等 于 1, 即 


[24 十 2 十 3 十 31 _) 

v 工 干 各 

一 了 二 

解 得 ki = 或 3 
所 以 ,光线 /所 在 直线 的 方程 为 


3z 十 47y 一 3 一 0 或 4z 十 3y 十 3 三 0. 


解法 3 设 / 的 方程 为 y 一 3 二 k(x 十 3), 则 可 设 /的 方程 为 y= 一 kx 十 b(& 关 0). 


因为 /与 /相交 于 x 轴 上 同一 点 ,所 以 两 直线 在 xz 轴 上 的 截 距 相等 , 即 得 
b 


33 
3 一世 PE (1) 
又 /与 已 知 圆 C 相 切 , 故 有 
12k 十 2 一 | 
一 一 一 一 一 1]. (2) 
vik 


但 |5k 十 5| _ 3 4 
利 ( 人 2 可 得 让 和 1 , 解 得 | == 1 或 一 3 
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所 以 ,光线 /所 在 直线 的 方程 为 3r 十 4y 一 3 一 0 或 4 十 3y 十 3 一 0. 

点 评 “ 解 本 例 的 三 种 方法 都 是 方程 思想 方法 的 典型 应 用 . 解法 1 中 ,从 光线 
/与 zx 轴 的 交点 着 手 , 设 其 坐标 为 B(6,0) ,然后 利用 圆 的 切线 的 性 质 , 列 出 以 。 
为 未 知 数 的 方程 ,进而 求 出 ! 的 方程. 解法 2 则 是 设 光线 ! 的 斜率 为 待定 系数 ， 
列 出 以 为 未 知 数 的 方程 进行 求解 ,当然 ,解法 2 还 应 用 了 数 形 结合 的 思想 ,并 
利用 对 称 原理 ,将 问题 进行 了 转化 ,使 解 题 过 程 较为 简捷 . 解法 3 中 设 了 两 个 未 
知 数 上 和 ,根据 .与 x 轴 交 于 同一 点 ,增加 了 - -个 方程 ,体现 了 方程 思想 在 实 
际 运用 中 的 灵活 性 

例 6 求 函 数 Foz)= 轨 一 二 2) 十 3 的 值 域 


解 ” 设 y= 二 v1 一 (x 十 2)*, 即 (x 十 2)? 十 y= 二 1(y 之 0). 
(Xx 十 2)?: 十 yy 二 1(y 实 0)， 


《一 3) 
1 一， 


时 小 可， 


于 是 问题 可 以 转化 为 求 半圆 统 (x 十 2 十 y= 二 1(y 守 0) 上 的 动 点 M 到 定点 
A(1, 一 3) 连 线 和 斜率 的 取 值 范围 . 
伴 率 取得 最 大 值 
一 3-0 3 
“wa 一 1 一 (一 3 一 4° 
当 直 线 AM 与 半圆 弧 相 切 于 点 C 时 ,斜率 取得 
最 小 值 ka. 
设 直 线 AC 的 方程 为 y 十 3 二 k(x 一 1), 则 半圆 
圆心 (一 2.0) 到 AC 的 距离 为 1, 即 
12k—0—k 一 3| _ |3k 十 3| 


1 十 天 v1 二 +k’ 


图 8-15 


一 ]， 


化 简 ,得 4k: 十 9k 十 4 二 0， 
解 得 kp— 9 Ev1? 
， 
9 十 vv17 


又 Rac< Ra 所 以 ka 二 ~ 8 。 


故 函数 7(z) 的 值 域 为 | 一 917 -3| 
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点 评 解 本 例 的 关键 是 观察 和 联想 ,在 深入 观察 原 题 的 结构 形式 的 基础 上 ， 


去 探索 、 去 联想 与 之 相应 的 曲线 :从 局 部 y= 二 V1 一 (x 十 2)” 得 出 半圆 (x 十 2)* 十 
二 1(y 之 0) ,由 整体 f(z) 联想 直线 AM 的 斜率 ,即将 代数 中 求 隆 数 的 值 域 问 题 
化 归 为 半圆 与 直线 的 位 置 关系 问题 ,显得 既 直 观 ,又 简 所 同时 要 提醒 的 是 ,在 构 


盗 几何 图 形 时 始终 要 注意 数据 的 实际 背景 ,例如 在 求 得 二 二 9 后 ,必须 结 


合 图 形 ,利用 ks kaw 进行 取舍 ( 想 一 想 :4 一 一 六 1 的 几何 意义 是 什么 ?) 

作为 本 例 方法 的 运用 ,请 读者 做 下 面 的 练习 : 

求 函 数 y= 二 V2x 十 2 十 v1 一 x 的 值 域 . 

2， 椭圆 、 双 曲 线 与 抛物 线 

例 7 椭圆 -十 和 一 1 的 焦点 为 Fi 、Fi ,点 PP 为 其 上 动 点 . 当 一 局 PP 为 钝 
角 时 , 求 点 PP 入 横 华 标的 取信 范围 

解法 1 易 得 下 (一 V5,0),F,(V5,0), 以 FiF, 为 直径 的 圆 的 方程 为 zx? 十 y 
5, 它 与 椭圆 所 十 闻 一 1 交 于 点 PP,( 在 工 加 
上 方 ). 如 图 8 -16, 对 于 在 圆 的 劣 弧 P, 上 的 动 
点 M, 都 有 

AR AR 一 90 ， 

因此 ,在 圆 内 且 在 椭圆 上 的 P, .P, 之 间 的 点 已， 


均 有 
了 FiPF,> 人 FMF,, 即 人 FiPF, 为 钝 角 . 16 
世 十 站 二 1 
| 。 4 消去 y? , 解 得 z 一 土 二 , 即 得 点 Pi.P; 的 横 坐 标 分 别 
Xx? 十 二 5 V5 
3 3 
为 一 一 、 _ 
V5 V5 
所 以 ,使 人 FPF, 为 印 角 的 点 了 的 横 坐 标 取 值 范围 为 


[著者 


解法 2 设 点 尸 的 坐标 为 (zpy,yp), 则 
六 =4 一 全 zx (1) 


又 焦点 了 了， 的 坐标 是 F,(—V5,0),F,(V5,0) , 故 有 
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PF'=(—Y5— zp,— ys) ,PF = (V5— zxp,— yp), 
因为 二 Fi PF, 为 钝 角 , 所 以 PF 。 PF 一 0, 即 
(一 V5 一 zp),(V5 一 zp) 十 (一 yp)( 一 yp)<0， 


化 简 得 xp 十 y2<<5. (2 ) 
由 (1)、(2) ,得 4 一 二 碎 十 碌 <<5， 即 5x2 <9. 
解 得 -3 3. 


所 以 ,使 人 FPF; 为 钝 角 的 点 P 的 横 坐 标的 取 值 范围 是 
(—38 3 ) 
5 ”5 / 
解法 3 设 扣 了 的 横 坐 标 为 xp,|PF,|=r ,|PF,|=y,， 
则 | FF | 一 2V5, 椭 加 离心 素 * 一 灼 , 且 有 
V5 


7 =3+z, ;7 3 3 rp. 


在 人 FPF; 中 ,由 余弦 定理 可 知 


2 2 2 
cos ZF PF,=2Hr PF 
2rir, 
所 以 n+trni<|F,F,|’, 
V5 YY V5 YY 
al (3+ zx) + (3—z, ) <20. 
解 得 -3 3 


所 以 ,使 人 FPF, 为 钝 角 的 点 已 的 横 坐 标的 取 值 范围 是 
(3 35) 
5 9 

感 评 本 例 的 三 种 解法 各 有 特点 ,解法 1 是 以 数 形 结合 的 思想 方法 为 主 , 伴 
以 方程 的 思想 方法 求解 ;解法 2、 解 法 3 则 是 目标 明确 , 直 奔 主题 , 即 建立 关于 xz。 
的 不 等 式 进行 求解 ,其 中 解法 2 是 利用 向 量 知 识 建立 关于 zp 的 不 等 式 ,显得 简 
捷 ; 解 法 3 则 是 利用 余弦 定理 来 建立 关于 zp 的 不 等 式 ,显然 较为 直观 ,容易 
想到 . 


例 8 设 酉 圆 刀 十 次 一 1(o>>6>0) 的 一 个 顶点 为 AC0, 一 1), 右 焦点 到 直线 
Zz 一 y 十 2V2=0 的 距离 为 3. 
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(1) 求 椭 圆 的 方程 ; 
(2) 能 否 找 到 和 斜率 为 k(k 关 0) 的 直线 ,使 与 椭圆 交 于 MN 两 点 , 且 1AM|= 
1AN|. 夺 存 在 , 求 出 上 的 取信 范围 ; 铬 不 存在 ,说 明 其 理由 . 

解 (1) 由 4(0, 一 1) 为 顶点 , 知 0 一 1， 
设 右 焦 点 的 坐标 为 FC(c,0), 则 

< 十 2V21 

万 . 

解 得 c 二 V2 或 c= 二 一 5 V2( 金 去 ). 
因此 a = 二 六 十 c= 二 3, 所 求 椭 加 方程 为 

y= . 


(2) 假设 存在 符合 题 设 条 件 的 直线 ,并 设 /的 方程 为 y= 二 kr 十 m, 代 入 妇 十 
3y’ 二 3 中 并 整理 得 
(1-3k)r t+6kmri+3m—3=0. 
令 A 二 36 有 km 一 12(m: 一 1)(3k? 十 1) 守 0, 得 
mm’ <<382 十 上 
设 MN 的 中 点 为 P(ro , yo ) ， 则 


一 3R711 7 
1 + 3k:'>° ] + 3k7° 


由 条 件 1AM|= 二 1AN|, 知 A 在 线段 MN 的 垂直 平分 线 上 ,所 以 MN 上 AP， 
由 此 得 


二 kro 十 mm 二 


Lo 


mi 
1 十 3& "1 
—3km 
工 十 3 有 


上 二 一 1， 


解 得 mm 一 本 (1 十 3 妇 ) ,并 代入 3k? 十 1 >m? 中 ,得 
| 1 十 3k2 、: 
3k +1l> (一 ) ， 


化 简 得 二 1, 即 一 1 之 k<1(k 关 0)， 
所 以 ,存在 符合 题 设 条 件 的 直线 且 ! 的 斜率 
RE (一 1,0)UU(CO,1)， 
点评 解 本 例 (1) 用 的 是 待定 系数 法 . 
本 例 的 (2) 是 探索 研究 性 题 型 ,解法 (2) 值 得 注意 的 有 三 点 ;首先 是 假设 存在 
符合 题 设 条 件 的 直线 !, 这 是 解 题 的 切入 点 , 据 此 ,就 可 根据 题 设 条 件 和 假设 条 件 


- a 


,一 -一 we ee 
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进行 演绎 推理 ;其 次 是 及 时 进行 命题 的 等 价 转换 ,把 |14MI =1A4ANI 化 为 MAN 
AP, 这 样 ,就 避免 了 求 线 段 长 ,简化 了 计算 ;第 三 ,对 含 双 参 数 mk 的 讨论 ,应 注 
意 分 离 出 要 讨论 的 主要 元 素 ,本 例 中 就 是 用 上 表示 mr, 及 时 代入 mm 二 1 十 3k*, 建 
立 关于 只 含 上 的 不 等 式 , 使 解 题 过 程 简便 . 

例 9 (1) 求证 :以 椭圆 的 任 一 焦 半 径 为 直径 的 圆 与 以 长 轴 为 直径 的 圆 相 
内 切 ; 

(2) 就 双 曲 线 构造 与 问题 (1) 相 类 似 的 命题 ,并 证 明 给 出 的 命题 是 正确 的 . 


2 2 
证 明 (1) 设 FF 为 酉 圆 二 十 到 一 1(a>>0>0) 的 左 , 右 焦点 , 忆 为 这 椭圆 


上 的 任意 一 点 ,由 椭圆 定义 知 
PF,! + |PF,|=2a. 
如 图 8 -17, 设 以 j PF, | 为 直径 的 圆 的 圆心 
为 M.O 为 原点 , 则 有 


OA =31PF, | = (2a—|PF,|) 


=a— 广 |PF =a— 1PMI|. 


因此 ,两 圆 的 圆心 距 |COM| 等 于 圆 O 的 半径 
a 与 图 M 的 半径 | PM | 之 差 . 故 两 圆 相 内 切 . 

(2) 相应 的 命题 :以 双 曲 线 的 任 一 焦 半 径 为 直径 的 圆心 与 以 实 轴 为 直径 的 
贺 相 切 


证 明 设 下 、F， 为 双 曲 线 到 一 点 一 1(a 之 0,6>>0) 的 左 、 有 焦点 
如 图 8 -18, 不 妨 设 PP 为 双 曲 线 右 分 支 上 任意 一 点 ,由 双 曲 线 定义 知 
PF,|—|1PF,|=24., 


在 人 PFF, 中 , 设 Mi、M; 分 别 为 边 PR、 
PF, 的 中 点 .所 以 


OM | 一 了 | PRE =F(PF, 一 2a1) 


= 了 PR | —a. 
故 以 |PF | 为 直径 的 圆 与 以 实 轴 为 直径 的 
圆 相 内 切 ， 


又 1OM:1= 了 |PF， = (| PF,|+20)= 


图 8-18 


一 re hah re 
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1 
1PF:| ta. 


故 以 | PP | 为 直径 的 圆 与 以 实 轴 为 直径 的 圆 相 外 切 . 

知己 为 双 曲 线 左 分 支 上 任 一 点 , 同 理 可 证 结论 成 立 . 

点 评 本 例 是 一 道 考查 类 比 推理 能 力 的 习题 , 从 上 述 可 以 看 到 ,不 仅 相 似 命 
题 的 结构 上 可 以 类 比 , 连 相似 命题 的 证 古 思 有 路 也 可 迁移 类 比 , 好 像 后 者 就 是 前 者 
的 “元 隆 ”. 但 从 上 述 也 可 清楚 看 到 ,在 椭圆 中 仅 是 内 切 一 种 情况 ,而 在 双 曲 线 中 
却 是 外 切 与 内 切 两 种 情况 . 可 见 , 类 比 不 是 简单 的 形式 上 的 模仿 , 它 的 更 重要 的 
作用 是 帮助 我 们 发 现 , 在 解 题 过 程 中 ,类 比 的 重要 作用 在 于 启迪 思维 ,帮助 我 们 
寻找 并 发 现 解 题 思路 ,类 比 法 更 利于 创新 . 但 在 类 比 过 程 中 ,我 们 必须 注意 ; 先 类 
比 合 理 猜 想 ,再 严密 论证 . 

请 读者 再 探索 :对 抛物 线 能 否 构造 类 似 的 命题 ? 若 能 ,命题 是 怎样 的 ? 如何 
证 明 ? 

例 10 设 双 曲 线 殷 一世 =1 的 两 个 焦点 分 别 为 F .FF ,离心 率 为 2 

(1) 求 此 双 曲 线 的 渐 近 线 ,ls 的 方程 

(2) 石 4、8B 分别 为 上 的 动 点 , 且 21AB|==5|FF,|, 求 线段 AB 的 中 
点 M 的 轨迹 方程 ,并 说 明 轨 迹 是 什么 曲线 ? 

(3) 过 点 N(1,0) 能 否 作 出 直线 /, 使 ! 与 双 曲 线 交 于 P.Q 两 点 , 且 POQ== 
90 . 各 存在 , 求 出 :的 方程 ; 苦 不 存在 ,请 说 明理 由 . 


解 (1) 由 题 设 , 知 一 人 十 3 一 一 2. 


解 得 a 一 1,c 一 2， 
所 以 双 曲 线 方程 为 光一 五 一 1 
它 的 汤 近 线 方 程 为 y 一 士 习 7 


(2) 设 点 A.B.M 的 坐标 分 别 为 (zi ， Y1) 、《? ;Y2) 《 工 ，y)， 
由 21ABI 一 5|1F RE | ,得 |4BI = 这 Xx2c=10， 


所 以 | AB|=v (Xi1—x2) 二 (ym—y,) =10. 
你 y= 一 和 1y 一 并 和 


所 以 yy) 十 x )， 


第 七 节 ”解析 几何 例 惑 求解 与 点 评 203 


于 是 有 [V3 (y; tyDF+| 鹤 (xt) | 二 10， 
所以 3。 (2y)? 十 与 。 (27r)’ =100,， 

4 Ty 
整理 得 zp =1. 


故 点 M 的 轨迹 是 中 心 在 原点 、 焦 点 在 x 轴 上 长 轴 为 10 V3、 短 轴 长 为 L003 


的 椭圆， 
(3) 假设 存在 直线 i, 设 它 的 方程 为 
r=my+l1l(mE R). 


设 PQ 的 坐标 为 P(x 9.Y] ) QI » Y2 )， 
由 了 POQ 一 对 得 OP * OQ=0， 


所 以 Tl 十 yi yz 一 0, 印 (my 十 1)(ys 十 1) 十 wy 三 0. 


2 一 二 一] ， 

时 5 得 (3 一 m )y: 一 2my 一 4 二 0. 
Tr 二 my 十 1， 

当 A 二 4m’ 十 16(3 一 mm ) 守 0, 即 一 2 过 m< 之 2 时 ， 


Cn 


2m 
yy (2) 


m 
将 (2) 代 入 (1) ,得 
(lm) im < 二 1 一 0， 


3 一 ?1 3—m’ 
化 简 得 3m 十 1 一 0. 
此 方程 无 实数 解 , 故 m 不 存在 , 即 所 求 直线 :不 存在 . 
点 评 解 第 (1) 题 运用 了 方程 的 思想 . 
2 一 


解 第 (2) 题 时 ,在 设 出 了 点 A、B、M 的 坐标 ,只 是 运用 型 广 至 ==z、 浊 广 将 二 y 
和 题 设 条 件 ,并 利用 21AB| 一 5| FF, | 建立 了 工 ,y 之 间 的 关系 ,并 没有 去 求 A、 
BM 这 三 所 的 坐标 ,这 种 设 而 不 求 .整体 处 理 的 方法 ,对 于 处 理 圆锥 曲线 中 的 


“多 点 "问题 特别 有 效 ,应 予以 重视 . 
第 (3) 题 为 探索 研究 性 题 型 ,这 里 应 用 了 变换 的 思想 方法 , 即 先 假设 结论 存 


在 , 且 设 /的 方程 为 x = 二 my 十 1, 然 后 利用 “OP | OQ OP . 00=0oer 十 
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wiv 二 0” 去 建立 关于 m 的 方程 , 转 而 将 / 的 是 否 存 在 化 为 关于 mm 的 方程 是 否 有 
解 的 问题 . 至 于 为 什么 设 / 的 方程 为 z 三 my 十 1(mER), 而 不 设 为 常见 的 点 斜 
式 . 主 要 是 为 了 避免 讨论 . 因为 帮 以 斜率 为 参数 , 则 一 定 要 讨论 斜率 存在 和 不 存 
在 两 种 情况 , 解 题 过 程 就 较为 复杂 了 . 

例 11 设 抛物 线 y 二 2pr(p 放 0) 的 焦点 为 下 ,经 过 点 下 的 直线 交 抛 物 线 于 
4 .有 B 两 点 ,点 C 在 抛物 线 的 准 线 上 , 且 BC/L 轴 , 证 明 直 线 AC 经 过 原点 . 


证 法 1 抛物 线 的 焦点 为 F( 今 ,0), 故 经 过 点 下 的 直线 AB 可 设 为 = 
my 十 仿 ， 
代入 抛物 线 方程 y’ 二 2pxr, 可 得 
y 2pmy—p’ =0. (1) 
设 A.B 的 坐标 分 别 为 A (x ;y1) ,B(x ;y2 ) ， 则 yl 2 是 方程 (1) 的 两 个 根 
所 以 yy 一 一 户 ， 


又 BCZr 轴 , 且 点 C 在 准 线 z 一 一 全 上 , 故 点 C 的 坐标 为 (一 分 ,y ) ,直线 
OC 的 斜率 为 


pied EO 


印 & 也 是 直线 OA 的 斜率 .所 以 直线 AC 经 过 原点 O. 

证 法 2 如 图 8-19, 作 ADVz 轴 交 准 线 !/ 于 了 ,连结 CF、DF, 设 ! 交 xz 轴 
于 EE. 

因为 AD// EF, 所 以 DFE= /ADFK. 

XIAD|=|AF|, 所 以 人 ADF= /AFD. 

从 而 DFE= AFD, 即 FD 平分 人 AFE. 

同 理 可 证 FC 平分 人 人 BFE 

所 以 CFD= 90". 

在 Rt 人 CFD 中 ,有 |ICE|I .|DE|=|EF|:， 

有 yc * yp 二 —p’. 

又 因为 yi Vp yyYc ,所 以 Yi" ye 三 一 户 . 


而 点 C 的 坐标 为 { 一 分 ,ye ) ,直线 OC 的 斜率 为 


图 8-19 


站 LE- ri 
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所 以 ,直线 AC 经 过 原点 0. 
证 法 3 因为 A.B 在 抛物 线 y= 二 2pxr 上 ， 


故 可 设 4{( 范 ,> )， B( 基 ,>)， 
由 题 设 ,可 得 点 C 的 坐标 为 (一 仿 ,yz ). 


又 4A.B、F 三 点 共 线 , 所 以 AF=X BF (XER)， 


Pl >” 
NI (# 2p y (# 2p 2 |， 
台 一 六 ==4( 邓 一 妆 )， 1 (各) 
。 于 是 有 | p 2 2p/ =—>4/2p 2 (1) 
YI 一 人 yz; Yi 二 人 Ayz 
一 一 2 2 -一 
又 因为 04=( 闸 ') ,0C=( 一 全, )， (2) 
由 (1)、(2) 得 OA=XOC, 


故 A.O.C 三 点 共 线 , 即 直 线 AC 经 过 原点 O. 
证 法 4 如 图 8 - 20, 设 工 轴 与 准 线 !/ 交 于 匹 ,直线 4AC 交 z 轴 于 N, 作 
4M 1 于 M, 由 抛物 线 定义 ,得 
IAM|=|AF|,|BC|= |BF|. 
由 题 意 , 知 AM// FE/ BC 


INF| _ IAN| ， 

BF| * JAN| 

AC| | 

N CN| 。， 
在 AACM 中 ,由 TAN = 1SN ,得 |EN| ~ 
图 8-20 

AF| .ICNI 

区 (本 

N 
又 CNT 一 1 全 FL' 故 |BF| * |AN|=|AF| * |CNI， 


所 以 INFI 二 |ENi, 芭 NN 是 EF 的 中 点 .但 0O 也 是 EF 的 中 点 , 故 N 与 抛物 
线 的 项 点 O 重合 , 即 直 线 AC 经 过 原点 O. 


证 法 $5 设 点 A 的 坐标 为 A(x ,y), 则 直线 OA,AF 的 方程 分 别 为 y= 
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y 一 本 (z 一 分 ) 


yl 
一 "Ts 
i 


> A 
由 。 得 直线 04 与 准 线 / 的 交点 DD 坐标 为 (一刀 ,一 5 )， 


> (7 一 到 
由 TT 得 直线 AF 与 抛物 线 的 交点 B 的 坐标 为 


=Zprx 
B[( 丰 ,一 并). 又 BCVz 轴 ,点 C 的 坐标 为 C{ 一 二, 一世 ) ， 


2 
由 yl1 一 =2pxi 得 一 红 = 一 全 9 
所 以 ,DC 两 点 重合 , 故 直线 AC 经 过 原点 O. 
证 法 6 设 AG(2pti,2pt),B(2pti ,2pt;), 则 C( 一 到 ,2pz )， 
因为 直线 AB 过 焦点 下 ,所 以 kra — Rpg. 


即 得 一 “2 一 一 -Ps 一, 化 简 得 tits = 一 
2pti— 2 pt;— 


Soin 
p> 


epti ,ko = opt: 二 一 41, 二 一 


又 因为 ko 二 2 p25 p 
所 以 kow = 二 ka ,A、O.C 三 点 共 线 ， 
即 直线 AC 经 过 原点 O. 
证 法 7 以 下 为 极点 ,Fz 为 极 轴 建 立 极 坐标 系 , 则 抛物 线 的 极 坐 标 方程 为 
2 
f 1—cos0 


设 A(a ,0) ,Blp ,Xt 十 9) 
p p p 
| 一 4 一 一 一 一 一 一 
全 后 1 一 cos(CTr 十 90) 1 十 cos 0 


1 一 cosO 


PA 1AB|= 二 一 一 一 十 一 一 一 二 一 一 . 


l~cos0 lc+cos0 sin20 
由 撒 物 线 定义 , 知 


p 


BC|=|BF|= ， 
=| | ] 十 cosB 
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设 直线 AC 交 极 轴 所 在 直线 于 O', 则 由 BC/OTF ,得 


IOF| |AF| / [BC|。| 4F| 
一 -一 一 ,所 以 IJOF | 一 一 一 一 一 一 
[BC | ABI | | 1AB | 
p p 力 
BC| . |AFI = 一” -= 人， 
而 BC 1 十 cosO0 1 一 cosg sin20 
从 而 得 
访 
| sin0 p 
F 一 一 一 一 一 一 一 OF 5 
IOF | 27 7 OF | 
Sin 


于 是 O 与 抛物 线 的 顶点 O 重合 , 故 直线 AC 经 过 原点 O. 
点 评 上 述 各 种 证 明 方 法 风格 不 同 ,方法 有 异 .但 较 多 的 证 法 都 是 用 的 分 
析 一 一 综合 法 . 


在 证 法 1 和 证 法 2 中 ,我 们 是 从 证 明 ko = kn， 即 从 证 明 一 一 一 二 着 手 分 


2 
析 ,逐步 逆 推 ,然后 用 1 " y=—p’ 沟通 . 为 得 到 y1 " 二 一 p ,在 证 法 1 中 用 
了 解析 法 ;在 证 法 2 中 则 是 利用 了 有 关 平 面 几何 的 知识 . 


证 法 3 是 从 证 明 A.O.C 三 点 共 线 , 即 从 证 明 OA = 1OC 着 手 分 析 , 逐 步道 


推 ,直至 发 现 AF 二 X BF ,与 已 知 条 件 沟通 ,完成 证 明 . 

证 法 4 是 从 证 明 点 N 与 点 O 重合 , 即 从 证 明 EN 二 NF 着 手 分 析 , 逐步 北 
推 ,然后 利用 抛物 线 定义 和 平面 几何 知识 得 出 结论 . 

证 法 5 是 从 证 明 点 D 与 点 C 重合 , 即 从 证 明 yo 二 yc 着 手 分 析 , 结 合 解析 法 
逐步 逆 推 ,然后 用 yf 二 2pzi 进行 沟通 . 

证 法 6 的 思路 与 证 法 1 类 似 , 只 是 借助 于 抛物 线 的 参数 方程 ,使 证 法 更 
简捷 . 

证 法 7 的 思路 与 证 法 4 类 似 ,只 是 借助 于 抛物 线 的 极 坐 标 方程 , 抓 住 线 段 长 
这 个 关键 完成 了 证 明 . 

可 见 上 述 证 法 的 共同 点 ,都 是 先 从 所 要 证 的 结论 出 发 , 作 比 较 深 入 的 分 析 ， 
找到 解 题 的 起 点 和 清晰 的 思路 ,然后 用 综合 法 表述 解 题 过 程 . 对 于 较 难 的 题目 ， 
用 这 一 方法 尝试 ,一 般 都 可 奏效 . 

横 看 成 岭 侧 成 峰 , 本 例 还 有 不 少 证 明 方法 ,但 为 了 从 另 一 个 侧面 充分 发 挥 本 
是 的 思维 价值 和 研究 价值 ,建议 读者 换 一 换 主攻 方向 ，; 

(1) 若 把 题 中 的 条 件 和 结论 分 别 记 为 (a) A、F.B 三 点 共 线 ;(b) BC/L 轴 ; 
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(c) A.OC 二 六 共 线 . 则 本 题 的 要 求 是 由 (a)、(b) 的 成 立 推 证 (c) 的 成 立 . 那么 ， 
由 (b)、(c) 的 成 立 能 推 证 (a) 的 成 立 吗 ”由 (a)、(c) 的 成 立 能 推 证 (b) 的 成 立 蚂 ? 
请 读者 作 进一步 探索 . 

(2) 本 题 中 的 顾 是 抛物 线 的 焦点 , 丰 是 准 线 与 x 轴 的 交点 ,O 是 线段 EF 的 


中 点 . 由 本 题 产 后 联想 ;能 把 本 题 中 的 条 件 和 结论 类 比 到 椭圆 中 吗 ? 相应 的 命题 
怎样 ? 这 命题 成 立 取 .车 成 立 . 该 如 何 证 明 ? 
例 12 如 图 8-21, 设 点 A 和 B 为 抛物 线 交 一 4pr(Cp>0) 上 原点 以 外 的 两 


个 动 点 .已 知 O04 0OB,OM LAB, 求 点 M 的 轨迹 . 
解法 1 设 直 线 AB 的 方程 为 
y 一 &zr 十 DR 天 0)， 
YY 一 AZ 二 DO 
由 1 ， 消去 y ,得 
yy 三 4prx 
kr (2kb— 4p)r+b =0(k0). 
设 A.B 的 坐标 分 别 为 (x ,yi)、(x ,yz )， 则 有 


4 户 一 2&D 人 
“1 2 图 8-21 


1 十 0 


V1 Ys» 一 (kr 二 bp)(kr; 十 六 ) =—=k’ rr 十 (Cx) 十 .rs ) + 


pp 
pi 
pb 4p6 pb 
即 得 一 十 一 一 二 0 天 一 一 一 
上 得 L 所 以 42 
所 以 ,直线 AB 的 方程 为 


b b 
十 二 一 一 一 一 一 ， 
y 4p ) 1p'™ 4p) 


且 育 线 AB 经 过 定点 T(4p,0). 
设 点 M 的 坐标 为 (x,y), 则 km 一 二 ， 


姓 


又 Au 一 Ar 一 -一 ,而 OM1AB， 
7—4p 


所 以 kw ， kw 一 二， 一 一 一 一 1, 化 简 , 得 
TT 4p 


rT 十 y 一 4pr=0. 
XxX A.B 好 于 原点 , 故 工 尖 0.， 
所 以 ,点 M 的 轨迹 方程 为 x 十 y 一 4pr 二 0(r 关 0), 它 表示 以 (2p,0) 为 加 
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心 、 以 2p 为 半径 的 圆 ( 除 去 原点 ). 


2 2 
解法 2 设 A、8 的 坐标 分 别 为 (1 (32 ) 更 
DA= y1 OB= 位 
(5) 和 
因为 OA LOB, 所 以 0A .0B=0. 
2 2 
Vy) 2 
一 一 和 一 一 一 
于 是 有 4p 1p YY 
内 为 YiYz 天 0 所 以 yy 一 16p.， (1) 
> /yy , 
xAB= (> —y ,由 此 得 直线 AB 的 方程 为 
yl 
7 
4p yy 
yi—y yy 
4p 
化 简 得 4px— (yy,) yy y=0. (2) 


以 (1) 代 入 (2), 得 ”4px 一 (yi 十 y,)y 一 16p* 二 0. 

今 y=0 得 x==4p, 即 直线 AB 经 过 定点 T(4p,0). 

由 OM | MT 得 OM ， MT 一 0, 即 x(4p— TT y(C—y)—=0, 即 x 二 Ty 一 4pxr 
二 0. 义 A、B 寞 于 原点 ,所 以 x 关 0. 

所 以 ,点 M 的 轨迹 方程 x 十 y* 一 4pr 二 0(x 关 0), 它 表示 以 (2p,0) 为 圆心 ， 
以 2p 为 半径 的 圆 (除去 原点 ). 


解法 3 设 直 线 AB 的 方程 为 y 二 kx 十 6b, 显然 2 天 0, 于 是 有 
抛物 线 的 方程 y 三 4p7z 一 4pzr。1， 


y— kr 
bp 


二 1, 代 入 


~ 一 天 
得 y=4pr， > 一， 
b 
Bh by —4pryt+4pkr =0. 
显然 zx 和 关 0, 由 上 式 得 
bp* [三 | 一 4 方 。 4pk=0， 
A 本 

人 VY? 4 k 

由 此 得 2 
,十 1 过? pb 
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因为 OA 108B, 所 以 二， 之 = 一 1， 
Ti 并 


2 


所 以 人 = 一 1， b= —4pk. 
故 直 线 AB 的 方程 可 表示 为 y=k(r—4p). (1) 
又 OM | AB, 故 直线 OM 的 方程 可 设 为 


1 
?二 一 (2) 

由 (1).、.(2) 消 去 上 ,得 zx? 十 y 一 4px 二 0(x 关 0)， 

所 以 ,点 M 的 轨迹 方程 为 x* 十 y 一 4prx 二 0,(x 关 0), 它 表示 以 (2p,0) 为 加 
心 . 以 2p 为 半径 的 圆 (除去 原点 )， 

点 评 由 于 点 M 是 直线 OM 与 AB 的 交点 , 且 OM AB, 故 点 M 的 位 置 依 
赖 于 直线 AB 的 位 置 ,并 利用 OA | OB ,深入 分 析 AB 的 特征 ,发 现 直线 AB 必 
过 定点 TT(4p,0), 从 而 发 现 点 M 在 以 OT 为 直径 的 圆 上 . 这 就 是 解法 1 和 解法 2 


的 共同 思路 . 解法 3 则 是 由 OA LOB， 即 由 一 ， 之 一 1 联想 到 关于 二 的 二 次 方 


程 中 的 两 根 积 . 因而 设法 构造 齐 次 方程 去 求解 解 题 后 应 加 强 反 思 ， 订 入 控 究 

(1) 如 果 把 直角 三 角形 的 直角 顶点 从 原点 移 到 抛物 线 上 任 一 定点 P(4p8， 
4pto) (to 为 非 零 和 常数 ) 处 ,其 他 条 件 不 变 , 此 时 的 斜 边 AB 还 过 定点 吗 ? 

(2) 在 上 述 情形 下 ,过 点 了 作 AB 的 垂 线 , 垂 足 为 Q, 此 时 点 Q 的 轨迹 又 是 
什么 ? 

例 13 在 以 O 为 原点 的 平面 直角 坐标 系 中 ;点 A(4, 一 3) 为 人 OAB 的 直角 
顶点 ,已 知 |AB|=21OA|, 且 点 B 的 纵 坐 标 大 于 零 

(1) 求 向 量 AB 的 坐标 ; 

(2) 是 否 存在 实数 ae ,使 抛物 线 y= 二 ax’ 一 1 上 总 有 关于 直线 OB 对 称 的 两 个 
点 ? 知 不 存在 ,说 明理 由 ; 若 存 在 , 求 a 的 取 值 范围 . 


解 (1) 设 AB= (u,v). 


|ABI=ZI0A|, 1 好 十 只 一 100， 
AB. OA=0 4x 一 3 一 0， 
2 一 0， 2 一 一 0， 
和 或 
解 得 由 一 v 二 一 8. 


xOB=OA+AB= (ui+4,v—3). 
由 题 设 知 ,7 一 3 人 0, 了 以 vv 一 8 ,得 4 三 (6,8)， 
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2Z11 


(2) 解法 1 由 (1) 得 OB=(10,5), 点 日 坐标 为 (10,5) ,直线 0B 的 方程 为 


] 
y 三 一 X， 


0 


假设 存在 满足 条 件 的 两 点 P(x ;Yi ) .Q(X ; yz) ， 则 有 


— 2 
Vi 一 azi 一 ]， 


(1) 
y: =ari—1, (2) 
YY yl (3) 
|] 十? 2 
廊 ] Xe ， NTy (4) 
7 . 
, 2 
由 (1)、2)、(3) 解 得 Xl 十 Xs 二 一 一 ， (5) 
a 
由 (1)、(2)、(4) 得 ”XZ 十 xsy 一 2a(x! 十 x?) 十 4 二 0， 
让 ZX1 十 Zr 一 2al (Xl 十 Xo)*: 一 2x;X; | 十 4 一 0. (6) 
由 (5)、(6) 得 1 。 zx, => (7) 
2a’ 
» ,2 D 一 24 
由 (5) (7) 知 ,zi ,zs 为 方程 十 一 x 十 -< 一 0 的 两 个 相 异 实 根 ,于 是 
a 


4 5 一 2a 3 
4 三 一 一 4， 一 一 一 0，, 解 1 一 ， 
a” 2a’ 0, 解 得 2 一 了 


故 当 > 了 时 ,抛物 线 y=azr: 一 1 上 总 有 关于 直线 OB 对 称 的 两 个 点 . 


解法 2 假设 存在 满足 条 件 的 两 点 PCzyyn),QCrzyy ). PQ 的 中 点 为 


AT Cn ,Yo ) , 则 有 


TTr ， ys 


0. 
2 2 


Vy2 YI 一 GCT， | ) (XT 十 Xi ) 9” 


(1) 
(2) 


(3) 


(4) 


一 Tn Tm 
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» 一 ri 十 文 . 
则 有 2 21 2。 一 一 一 一 207。， 
人 2 


] 
了 以 记 一 一 十 代 入 (4) :得 0 
a a 
上 ] 
于 是 弦 PQ 的 中 点 为 M( 一 一 ,一 二 】 
a 20 
又 驴 PQ 中 点 M 在 抛物 线 内 部 


,, 加 |] _ 加 加 
PARCA >al 一 ) ] ， 
, 3 _ 

由 此 解 得 4 一 了 或 < 0, 


但 由 题 设 知 0, 故 a 一 0 爹 夫 
故 当 “> 了 了 时 ,抛物 线 y=az 一 1 上 总 有 关于 直线 OB 对 称 的 两 个 点 . 


点评 第 (1) 题 主要 是 考查 向 量 的 有 关 概 念 和 基本 运算 ,要 防止 将 点 B 的 
举 标 作为 向 量 AB 的 坐标 . 

第 (2) 题 提供 了 两 种 解法 ,解法 1 中 ,在 设 出 两 对 称 点 坐标 、 求 出 关系 式 后 ， 
不 是 去 求 出 ri 、zs 的 值 , 而 是 将 x 十 x; ,tixs 整体 解 出 ,从 而 联想 韦 达 定理 、 构 
造 方 程 ,利用 判别 式 4>>0 去 构造 关于 a 的 不 等 式 , 使 解 题 过 程 简捷 . 解法 2 则 是 
利用 抛物 线 的 弦 的 中 点 一 定 在 抛物 线 的 “内 部 ”, 去 建立 关于 a 的 不 等 式 求 取 值 
泄 围 . -- 般 地 ,含有 焦点 的 区 域 为 圆锥 曲线 的 内 部 , 若 点 M(x ,yo) 在 抛物 线 y= 
ad 一 1Cd>>0) 内 部 . 则 有 wmw>a 妇 一 1; 苦 点 MOzeyw) 在 抛物 线 y? =2pxr 内 部 ， 
则 有 yi 二 2pxo. 应 用 如 上 土 结 论 , 可 使 不 少 问题 的 解答 显得 直观 而 简捷 .但 不 管 哪 
种 解法 ,对 这 类 问题 必须 注意 两 点 :一 是 对 称 点 的 中 点 在 对 称 轴 上 ;二 是 对 称 点 
连 线 必 与 对 称 轴 垂 直 . 

3， 综 合 应 用 

例 14 如 图 8-22, 已 知 常 数 a>0, 在 抑 形 ABCD 中 ,4AB=4,BC=4a,O 为 
AB 的 中 点 .点 .FG 分 别 在 BC.CD、D4 上 移动 ， 


D F C 

目 和 一 坟 一方 'P 了 为 GE 与 OF 的 交点 . 问 是 否 一 

存在 两 个 定点 ,使 点 P 到 这 两 定点 的 距离 和 为 定 昌国 

值 ”车 存在 , 求 出 这 两 点 的 坐标 及 此 定 值 ; 若 不 存 一 

在 .请 说 明理 由 ， 4 6 2 
解 以 0) 为 坐标 原点 ,AB 所 在 直线 为 x 轴 建 图 8_22 
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立 百 角 坐 标 系 . 按 题 意 , 有 

A(—2,0),B(2,0),C(2,4a),D(—2,4a). 
, BE CF DG 
这 BC CD DA 
由 此 得 开 (2.4ak),F(C2 一 4,4a),G( 一 2,44 一 4ak)， 
易 得 直线 OF 的 方程 为 2az 十 (2& 一 1)y 一 0， (1) 
直线 GE 的 方程 为 —a(2k—1)x++y—2a==0. (2) 
从 (1)、 (2) 消 去 参数 &, 得 点 P(x,y) 的 坐标 满足 的 方程 

2a 7 十 y 一 2ay 二 0， 


1” (ya) 
印 1 rr 
2 
当 a 二 一 时 ,点 了 的 轨迹 为 加 弧 , 所 以 不 存在 符合 题 意 的 两 个 定点 . 


" 4 天 二 时 ,点 P 的 轨迹 为 椭圆 的 -部 分 ,点 已 到 该 病 圆 焦点 的 距离 的 和 


为 定 长 . 
当 c 一 时 ， 点 到 本 加 的 两 个 焦点 | /] | 一 ‘a —a? ,a | 的 下 次 
之 和 为 定 值 V2: 


当 “> 三 时 ,点 P 到 椭圆 的 两 个 焦点 


0 ,a— oa+ Feu. 
A 2 2 


扩 评 ”本题 是 -- 道 非常 好 的 解析 几何 题 , 首先 它 体现 了 数 与 形 的 完美 结合 ， 
在 建立 坐标 系 后 , 须 把 几何 问题 代数 化 ;在 获得 点 P 的 轨迹 方程 后 ,又 须 对 方程 
的 几何 意义 , 作 进 一 步 的 阐述 ,把 代数 结果 几何 化 . 其 次 是 要 加 强 参 数 意 识 , 才 能 


BE CF (7 
2 有关, 因此 ， 


使 解 题 过 程 流畅 .简捷 , 由 于 点 忆 的 运动 规律 与 4 一 一 < 方 一 有 
选择 以 上 为 参数 比较 适宜 . 通过 分 别 建立 直线 OF .GE 的 方程 ,直接 从 中 消去 有， 
= f(k), 


即 得 动 点 P 的 轨迹 方程 . 这 样 ,没有 出 现 点 P 的 参数 方程 _ Ce 作为 中 介 ， 


避免 了 复杂 的 计算 .第 三 是 分 类 讨论 必须 层次 清晰 . 先 解 决 是 大 存在 的 问题 ,在 
确定 存在 的 条 件 下 .再 解决 点 PP 是 到 哪 两 个 定点 的 距离 和 为 定 值 及 定 值 是 多 少 
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的 问题 
例 15 已 知 抛物 线 ,一 一 二 二 十 c, 上 上 P(2,4) .A.B 均 在 这 条 抛物 线 上 , 直 


线 PA 与 PB 的 倾斜 角 互 补 ， 

(1) 试问 直线 AB 的 方 同 有 什么 特征 ? 

(2) 是 否 存 在 直线 AB ,使 人 APB 成 为 以 AB 为 底 边 的 等 腰 三 角形 ? 知 存 
在 , 求 出 直线 AB 的 方程 : 若 不 存在 ,请 说 明理 由 . 


解 (1) 因为 PC2,4) 在 抛物 线 上 ,所 以 4= 一 二 ,27 十 c, 得 c= 二 6, 即 抛物 线 


1 ， 
方程 为 Vy oT 二 6， 


、 】 
设 A(zri,yi),B(zr,,y,), 则 有 yonit6,y— S76, 


2 _ 
Vi 一 4 Xi 十 6 4 | x, 十 2 
Rpa 二 一 一 一 二 一 一 一 一 一 一 一 一 二 一 9 
X1—2 Xi™2 2(Xx) 一 2) 2 
7X;: 十 2 
同 理 ,&ps 王 一 。 
Xl 十 2 > 十 2 
由 题 设 , 知 kpa 十 &pp 一 0, 即 一 5 5 一 0， 
所 以 Xi 十 XT 二 一 4.， 
l 
一 二 7? 十 6 十 二 zx2 一 6 
1 2 y 及 < Xi 二 zs 
又 。 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 , 
1 时 二 | 之 ? 2 


即 直线 AB 的 斜率 为 定 值 2, 所 以 直线 AB 的 方向 一 定 . 
(2) 假设 有 直线 AB;y 一 2x 十 6b 满足 题 设 条 件 . 
yy 一 27Z 十 0， 


由 得 x 十 47 十 2(5 一 6)= 二 0， (1) 


l 
y™ Fr 十 6 


因为 直线 与 抛物 线 相 交 ,所 以 方程 (1) 的 A 之 0， 
即 得 4: 一 4X2(p 一 6) 闻 0, 解 得 5 过 8. 
设 线 段 AB 的 中 点 为 CCzcyyc)， 则 


1 
TC (7 十 .zy ) 一 一 2yc 一 2zr 十 0 一 0 一 4， 


且 | PC|=vy4 十 (8 一 0) 
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又 点 PP 到 直线 AB 的 距离 为 
12X2—4+6| _16| 


V2 二 1 V5 
各 人 APB 是 以 AB 为 底 边 的 等 腰 三 角形 ,应 有 
| PC| =4, 即 (TT 


解 得 5==10, 这 与 6 委 8 矛盾 . 

所 以 ,符合 题 设 条 件 的 直线 AB 不 存在 . 

点 评 第 (1) 题 也 可 直接 求 出 点 A 与 点 B 的 坐标 ,再 求 直 线 AB 的 斜率 ,但 
不 及 上 述 的 “ 设 而 不 求 ” 的 方法 简捷 . 本 题 的 结论 中 也 可 把 直线 AB 看 作为 一 组 
斜率 为 2 的 平行 的 直线 . 事实 上 ,本 题 还 可 推广 :P 为 抛物 线 (或 椭圆 或 双 曲 线 ) 
上 一 点 ,过 P 作 两 条 直线 PA、PB 与 抛物 线 (或 椭圆 或 双 曲 线 ) 相 交 于 A、B 两 
点 , 夺 直 线 PA 与 PB 的 倾斜 角 互 补 , 则 AB 为 一 组 平行 的 直线 . 请 读者 证 明 . 

第 (2) 题 是 探索 研究 性 题 型 . 它 可 转化 为 探索 “8 是 否 存 在 ”? 为 此 可 将 题目 
中 诸多 条 件 聚 焦 为 6 的 性 质 : 首 先 利用 直线 AB 与 抛物 线 相交 得 出 A 之 0, 求 得 
b 志 8; 然 后 利用 两 种 不 同形 式 , 即 点 了 与 线段 AB 中 点 C 的 距离 和 点 已 到 直线 
AB 的 距离 ,表示 同一 个 量 , 由 此 解 得 m= 二 10. 于 是 用 反 证 法 证 得 :符合 题 设 条 件 
的 直线 不 存在 . 值得 注意 的 是 :“ 用 两 种 不 同形 式 表示 同一 个 量 ” 也 是 常用 的 解 题 
策略 ,值得 反思 ,领悟 . 

例 16 A、B.C 是 我 方 三 个 炮兵 阵地 ,A 在 B 的 正 东 ,相距 6km,C 在 B 的 
北 伺 西 30 ,相距 4 km,P 为 敌 炮 阵 地 . 某 时 刻 在 阵地 A 发 现 敌 炮 阵 地 PP 的 某 种 
信号 ,由 于 BC 两 地 比 A 距 P 地 远 , 因 此 4s 后 B.C 才 同 时 发 现 这 一 信号 (假设 
该 信号 的 传播 速度 为 1 km/s). 

(1) 若 从 A 阵地 炮击 PP 地, 求 炮击 的 方位 角 ; 

(2) 者 信 号 从 P 地 上 空 Po。 处 被 发 现 , 则 A、B、C 三 地 收 到 信号 的 时 间 有 什 
么 变化 ? 

解 (1) 如 图 8 -23, 以 直线 BA 为 x 轴 , 线 段 AB 
的 中 垂 线 为 y 轴 , 建 立 直 角 坐 标 系 . 

由 题 设 , 知 A(3,0),B( 一 3,0), 且 C( 一 5,2V3), 敌 
炮 阵 地 P(x,y) 在 BC 的 中 垂 线 !/ 上 . 

又 BC 的 中 点 为 M( 一 4， V3) hm = Bh 
te) 


所 以 /的 方程 为 y 一 V3 二 


图 8- 23 
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又 |PB| 一 1PA|==4, 所 以 PP 在 以 B、A 为 焦点 的 双 曲 线 的 右 半 支 上 。 
而 4 二 2,c= 二 3 得 6 二 5, 双 曲线 方程 为 


Ir 


Ty (2). 
4 5 
y 一 V3 一 rte 
由 得 11z: 一 56z 一 256 一 0， 
人 yy 
-一 一 一 一 |] 
4 5 
解 得 xi 三 让 (会 去 ) ,zs 一 8， 点 PP 的 坐标 为 (8,5 V3). 
5V3 _ 
从 而 tan 一 x4 一 3 一 3, rxAP=60° 


因此 A 阵地 炮击 PP 处 的 方位 角 为 北 偏 东 30 . 

(2) 设 |PP,|=h,|PA|=a,|1PB|= 

显然 | PoB| 二 1PoCi, 所 以 B\C 两 地 仍 同时 收 到 信号 . 
又 |P,Al’—|P,B)?=(a+h’)— (b+h’)=a’—b, 


pp 
PAA-IPBI=— ea) 
[了 卫 ,4A| 十 | 了 BI Ala: 十 十 VP 二 hh: 
十 b。 
而 一 一 一 一 一 一 <1, 所 以 |P,A| 一 1P,B|<|PA| 一 |PB|， 
Va: 十 h: 二 V6 十 hh: 


即 B.C 两 地 收 到 信号 与 A 地 收 到 信号 比 原来 的 时 间 差 要 短 ， 
把 评 解决 本 例 (1) 的 关键 是 根据 实际 问题 建立 数学 模型 . 即 通 过 A 与 B( 或 C) 
发 现 信 号 的 早晚 和 B.C 同时 发 现 信 号 ,抽象 得 到 点 P 既 满 足 | PB| 一 | PA|==4, 又 


2 2 


一 -一 一 ]， 


4 
满足 |PB| 二 |PC|, 从 而 建立 方程 组 模型 进行 求解 . 建立 的 数学 


模型 能 否 解决 问题 ， 这 通过 实践 修订 ,改正 方案 . 
本 例 的 (2) 虽 是 一 个 空间 问题 ,但 引入 参数 h= | PoP|, 仍 可 将 问题 转化 为 比 
实 | PA| 一 1P,B1 与 1PA| 一 |PBI 的 大 小 
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球面 几何 在 天 文 .航海 .大 地 测量 直至 宇宙 航行 等 方面 都 有 广泛 应 用 .这 一 
章 作 一 简单 的 介绍 . 


第 一 节 球面 几何 的 有 关 概 您 


定义 1 三 维 空间 中 与 一 个 定点 O 的 距离 等 于 r 的 点 的 轨迹 叫做 球面 . 定 
点 O 叫 做 球 心 ,等 距离 的 长 度 r 叫做 球 的 半径 (或 者 半径 为 r 的 半圆 绕 直 径 旋 转 
一 周 所 得 旋转 面 叫 做 球面 ). 记 为 S;. 

定义 2 通过 球 心 的 平面 截 球面 所 得 截 口 是 一 个 圆 , 它 叫 做 大 圆 ; 不 过 球 心 
的 平面 截 球面 所 得 的 截 口 也 是 一 个 圆 , 它 叫做 小 圆 . 

显然 ,大 圆 把 球面 分 成 相等 的 两 部 分 . 而 通过 球面 上 不 在 同一 直径 两 疾 的 两 
个 点 ,能 作 并 且 只 能 作 一 个 大 圆 . 

定义 3 两 大 圆 相 交 所 成 之 角 ,叫做 球面 角 . 其 交点 叫做 球面 角 的 顶点 ,大 
圆 弧 叫做 这 球面 角 的 边 . 

一 般 ,球面 角 是 以 过 顶点 的 圆 弧 的 二 切线 所 夹 的 角 来 度量 的 (或 与 两 项 点 的 
连 线 垂直 的 圆 面 与 两 大 同 所 成 的 二 面 角 的 平面 角 来 度量 ). 

-定义 4 球面 上 两 个 大 圆 的 半圆 所 包围 的 球面 部 分 叫做 球面 二 角形 . 

定义 5 球面 上 相交 于 三 点 的 三 个 大 圆 弧 所 围 成 的 球面 上 的 一 部 分 ,叫做 


将 球面 三 角形 ABC 的 各 顶点 与 球 心 O 连结 , 则 构成 球 心 三 面 角 O -ABC 

显然 ,由 于 圆 的 中 心 角 与 所 对 的 弧 同 度 , 有 
a= LABOC,b= /AOC,c= LAOB. 

又 根据 球面 角 的 度量 , 知 球面 三 角形 的 边 与 所 对 应 的 球 心 三 面 角 的 二 面 角 
同 度 ,而 球面 三 角形 的 角 与 球 心 三 面 角 的 二 面 角 同 度 . 

为 了 方便 和 切合 实用 ,在 讨论 球面 三 角形 时 ,其 边 与 角 都 限于 小 于 180 . 

下 面 引入 球面 上 的 圆 的 极 的 概念 : 

定义 6 垂直 于 已 知 球面 的 圆 ( 不 论 大 圆 或 小 圆 ) 所 在 平面 的 球 直 径 的 端 
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点 ,叫做 这 个 圆 的 极 ,这 个 圆 上 的 点 到 极 的 球面 距离 都 相等 ,这 个 距离 叫做 球面 
半径 . 如 果 球 面 半径 等 于 90°, 则 大 圆 弧 叫做 极点 的 极 线 , 因而 极 是 垂直 于 极 线 的 
大 圆 的 交点 (这 类 似 地 球 的 赤道 与 北极 (或 南极 ) 的 关系 ). 过 球面 三 角形 ABC 各 
边 的 极 作 大 圆 弧 构成 另 一 个 球面 三 角形 ABC 叫做 原 球面 三 角形 的 极 三 角形 ， 

可 推 证 : 极 三 角形 的 边 与 原 球面 三 角形 之 对 应 角 互 补 , 极 三 角形 的 角 与 原 
球面 角 的 对 应 边 互 补 . 

由 上 述 定义 可 得 球面 三 角形 的 边 和 角 的 基本 性 质 : 

性 质 1 球面 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 . 

推论 ”球面 三 角形 两 边 之 差 小 于 第 三 边 . 

性 质 2 球面 三 角形 三 边 之 和 大 于 0" 而 小 于 360". 

性 质 3 球面 三 角形 三 角 之 和 大 于 180 而 小 于 540.. 

性 质 4 球面 三 角形 的 两 角 之 和 减 第 三 角 小 于 180”. 

性 质 5 大 球面 三 角形 的 两 边 相 等 , 则 这 两 边 的 对 角 也 相等 ;反之 若 两 角 相 
等 , 则 这 两 角 的 对 边 也 相等 . 

性 质 6 球面 三 角形 中 ,大 角 对 大 边 , 大 边 也 对 大 角 . 

定义 7 在 同 球 或 等 球面 上 , 若 两 球面 三 角形 的 对 应 边 和 角 分 别 相 等 , 而且 
排列 顺序 相同 , 则 称 这 两 个 球面 三 角形 全 等 . 

因此 ,在 同 球 或 等 球 上 两 个 球面 三 角形 ,满足 下 列 条 件 之 一 , 且 相 等 部 分 排 
列 顺序 相同 , 则 这 两 个 球面 三 角形 全 等 ， 

(1) 两 边 及 其 夹 角 彼此 相等 ， 

(2) 两 角 及 其 夹 边 彼此 相等 ; 

(3) 三 边 彼 此 相等 ， > 

(4) 三 角 彼此 相等 . 

定义 8 球面 上 两 点 A,B 间 大 贺 弧 ( 劣 弧 ) 的 长 叫做 球面 距离 . 

我 们 可 以 证 明 ; 在 球面 上 连结 A,B 两 点 的 所 有 曲线 ( 弧 ) 之 长 以 球面 距离 为 
最 短 . 

事实 上 ,过 A,B 两 点 作 任意 曲线 弛 ACD…GB 如 图 9 1, 而 以 C,D,…,G 
各 点 分 这 曲线 弧 为 无 穷 个 无 穷 小 的 弧 AC ,CD,… ,GB. 
由 于 这 些 绝 非常 小 ,我 们 可 以 把 它们 看 作 是 大 阐 弧 . 把 
A,C,D,…,G,B 各 点 与 球 心 O 连结 起 来 ,于 是 便 得 到 多 
面 角 OO-A4CD…BG. 由 多 面 角 的 性 质 , 知 一 AOB 一 
AOC 二 人 人 COD 十 … 十 人 GOB ,由 于 圆 的 中 心 角 与 所 对 
的 阅 弧 同 度 , 有 

AB < AC+t+CD+t+… 二 68, 即 AB 二 曲线 弧 


pe ma im ram ana ， 一- . 


第 二 节 球面 三 角 219 


长 4ACD…CB. 
这 就 是 说 ,连结 两 点 4,B 的 所 有 曲线 弧 之 长 ,以 球面 距离 AB 为 最 短 ( 注 : 
用 微分 几何 中 的 大 地 线 原 理 来 证 明 , 则 更 为 清楚 ). 


: 习 题 9.1 
证 明 球 面 三 角形 的 边 和 角 的 性 质 2, 性 质 3. 


第 二 节 球面 三 角 


在 研究 球面 三 角 时 ,引用 到 平面 三 角 的 一 些 基 本 公式 ,如 sin2A 二 cos:A 王 1， 


sin 2A=2sin A ， cos A,cos A—cos B= —2sin 3(A+B) 。 sin 二 (A 一 B) 等 等 ， 


这 并 不 是 说 平面 三 角 的 公式 与 球面 三 角 的 公式 可 以 通用 ,这 是 因为 在 平面 三 角 
中 的 公式 有 恒等式 和 条 件 等 式 两 种 . 恒等式 如 前 面 所 提 到 的 那些 公式 , 仅 就 某 一 
元 素 或 两 个 元 素 关 系 而 言 , 根 本 与 三 角形 没有 关系 ,当然 可 以 应 用 到 球面 三 角 中 
来 ;条 件 等 式 如 正 弱 人 公式、 余弦 公式 等 等 ,平面 三 角形 所 特有 的 公式 不 可 以 应 用 
到 球面 三 角 中 来 . 

1. 余弦 公式 

取 球 面 三 角形 ABC, 并 假定 58,c<90 . 作 球 
心 三 面 角 O-ABC, 如 图 9-2. 自 A 作 4b,c 边 的 
切线 分 别 交 直线 OC ,OB 于 M,N; 构 成 两 个 平 
面 直角 三 角形 OAM,OAN 与 两 个 平面 任意 三 角 
形 OMN, ANMN. 于 是 按 平面 三 角 的 余弦 定 
理 , 有 


AMN 一 AM 十 AN 一 24AM .， AN。，cos A， 
MAN =OM 十 ON —20M .， ON 。 cosa., 
于 是 AM: 十 AN 一 2AM。，。AN.，cosA 
=OM’ +ON’—20M. ON。cos a， 
即 2OM .ON +* cosa 
=(ON’—AN’)+T+ (OM 一 AN ) 十 2AM。 AN.，cosA 
一 O04 -十 04 十 2AM， AN，cos A. 


亦 即 cosa= 5 。 二 人 。 全 。 COS 凡 二 cos 2。cos c 十 Sinp。sinc。cos A. 


同 理 cos 6 二 cosc*， cosa 十 sinc* sina。 cosB,， 


coOS c=cosa* cosbi+sina* snb* cosC. 
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这 就 是 说 .球面 三 角形 边 的 余弦 等 于 其 他 二 边 余 弦 的 乘积 加 上 这 二 边 正 纺 
及 其 夹 角 余弦 的 素 积 . 
设 球面 三 角形 ABC 的 极 三 角形 为 ABC , 则 有 
cosa'=cosb 。cosc 十 sinb 。sinc 。cosA 
注意 到 a = 二 180" 一 A,b 二 180" 一 B,c 一 180" 一 C.A 三 180" 一 a， 


刚 cos 4 三 一 cos C。cos 4 十 Sin 中。，sin C。cos Qa， 
同 理 、 cos B=—cosC* cosAtsinC. sinA* cosbh, 
cos C=—cosA.cosB+sinA. sinB. cosc. 


这 就 是 说 ,球面 三 角形 角 的 余 弦 等 于 其 他 两 角 余 弦 乘 积 冠 以 负 号 加 上 这 两 
角 正 弦 及 其 夹 边 余弦 的 乘积 . 

2， 正弦 公子 

设 球面 三 角形 ABC, 作 球 心 三 面 角 O -ABC 
过 点 B 作 平 面 OAC 的 垂 线 交 此 平面 于 忆 pp, 如 图 
9-3. 盏 从 DD 向 OA,OC 引 牌 线 DE,DF; 连 结 0 
BE.,BF ,于 是 得 四 个 平面 直角 三 角形 OBE ,OBF,， 
BDE., BDF. 而 且 LBOC = a, /AOC = b, 
/AOB=c, /BED=A,/BFD=C. 


于 是 C BD/BF OB .BD BD/BE sinA' 


同 理 Sma -- sinb 


sinA sinB:' 


这 怠 是 说 ,球面 三 角形 各 边 的 正弦 与 其 对 角 的 正弦 成 比例 . 


本 SIna sinb sinc smna。sSsmnp。sSinr 
我 们 还 可 推 证 得 sn 人 sinB sinC 2A 


其 中 A 二 Vsin p。， sin(p—a)， sin(p—b)， sin(p~—c) ,p= 广 (atb+c). 
3. 半角 公式 
上 cos A 一 0s4 一 cos0。cos < 及 平面 三 角 公式 sinz = 一 9 全， 


snb* sinc 2 


sin (bcta) » SI (abt 


/Sin(p™0) ,sin(p—o) 
sinb* sinc snb* sinc . 


其 中 六 一 了 CQ 二 十 


可 推 得 sin 分 = 
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司 理 sin B= /SP OO sin(p7a) in Ce /sin(p 一 2)。sin(O 一 0 
同 理 sin /Sn ,SInN 7 < 
同样 由 cos A 一 9S2 一 cos2。cos < 及 平面 三 角 公 式 cos: 么 一 lteosA, 


siNnb * sinc 


A /snp* sin(p—a) B _ isnp* sn(p—b) _ /sin p* sn(p™—o) snp 
008 万 三 /一 一 一 一 一 一 一 ,008 一 二 /一 一 一 一 一 ,O08 
Z nb* snc 2 sinc* Sina sina* Snvb 
以 上 公式 分 别称 为 半角 正弦 公式 和 半角 余弦 公式 . 
同样 有 半边 正弦 公式 和 半边 余弦 公式 ， 令 P= 志 (A+B+O)， 


vn oe /cosP.: sin(P—A) smn Co /es cos(P—B) 
2 sinB* sinC 2MNYN sinA*:sinC  ， 

on C= fies P.» cos(P— 人 CC) Cos A = cos(P—B). cos(P—O) 
2 sinA， sinB 2 sinB* sinC 
b cos{ P—C) +， cos(P— A) cc_ /cos(P—A). cos(P— B) 


“OS 2 sinC*» sinA "COS 2 SINA。 sinB 
4. 球面 二 角形 的 面积 
球面 二 角形 有 优 劣 两 种 ,我 们 所 讨论 的 是 劣 球面 二 角形 . 由 于 球面 二 角形 可 


视 为 围绕 直径 旋转 某 一 角 a( 角 度 制度 数 ) 所 成 的 旋转 面 , 因 之 ,球面 二 角形 的 面 
积 写 这 样 的 旋转 角 成 比例 . 由 此 即 得 球面 二 角形 的 面积 U 的 公式 : U 一 页 TI 


三 角形 的 每 个 角 作 球面 二 角形 ,如 图 9 -4. 即 对 A 角 作 二 
角形 ABA,CA, 对 B 角 作 二 角形 BAB,CB, 对 C 角 作 一 角 
形 CAC,BC. 


没 球 面 角 形 ABC 的 面积 为 5, 为 了 导出 S, 对 球面 C A 


于 是 二 角形 BAB,CB= nr = 人 ABC+ 人 AB,C., 


一 角形 ABA CA= nr = 八 ABC+ 人 A, BC， 


二 角 形 CAC, BC= nr’ 一 AABC+ A 人 ABC.,. 


注意 到 AABuC = 和信 A。BC, ( 互 为 对 称 图 形 ), 及 人 ABC 十 AA BC 十 


八 A,BC, 十 人 ABC， 一 2 区 六 (半球 面 面 积 ) 9 


“ ATB+C—180” ， 


故 S 一 八 ABC= ] 80 NAr 


6, 球面 角 超 
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由 于 A 十 B 十 C 是 球面 三 角形 ABC 的 三 内 角 之 和 ,而 由 角 的 基本 性 质 3 可 
知 ,A 十 B 十 C 之 值 必 大 于 180 . 于 是 ,我 们 称 球面 三 角形 三 内 角 之 和 与 平面 二 角 
形 三 内 角 之 和 的 差 ,叫做 球面 角 超 (或 叫 球面 剩余 ) ,习惯 上 用 来 表示 , 妈 
E==A 十 B 十 C 一 180"( 表 和 角度)， 


或 BE 一 (A 十 B 十 C 一 180")T8as( 表 弧度 )， 


习 题 9.2 
请 用 向 量 方法 证 明 球 面 三 角 中 的 余弦 公式 .正弦 公 式 . 


第 三 他 球面 坐标 


球面 上 点 的 位 置 可 用 某 一 坐标 系 确 定 . 在 球面 几何 知识 的 学 习 中 ,我 们 常 建 
立 三 维 直 角 坐 标 系 或 向 量 坐 标 系 ; 但 在 天 文学 .测量 学 .结晶 学 .实用 地 质 学 等 中 
常用 赤道 坐标 系 和 水 平 坐标 系 . 

1. 三 维 直 角 坐 标 系 

以 球 心 O 为 坐标 系 原点 建立 三 维 直角 坐标 , 则 点 集 

97 一 (和 | 以 一 (Zi ,rr ,Xa ) sx 十? 十 zi 三 一 ,Tiyzyz ERr>0), 称 为 以 口 
为 球 心 ,半径 为 + 的 球面 . 其 中 (x ,zi zs) 称 为 点 和 的 标准 化 齐 次 坐标 ,简称 点 
X 的 坐标 . 对 于 球面 S: ,可 以 给 出 任意 两 点 A=(ai,as,a3),B= (6 ,bz ,6;)E€S: 
之 间 的 球面 距离 公式 


~、 
AB=r。: arccos ( 


若 以 OX 表 点 X( 简 记 为 X) 的 矢 径 , 则 可 引进 向 量 运算 


bi 二 asbsd+asbs\ AB 
GE[0,z] 


r 


uo» 3 


pb b; 


分 别称 为 拓 径 A 与 B 的 数量 积 和 向 量 积 ， 

若 取 r= 二 1, 则 当 A、BES: 时 ,有 cos AB 二 =A， 
B,sin AB=|AxB|. 

2. 赤道 坐标 系 

把 地 球 当 作 一 个 球 ,在 球面 上 取 - -点 A 并 通过 
A 作 大 贺 弧 ,以 A 点 为 极 作 极 线 . 转动 球面 ,使 A 点 
和 和 球 的 极 P 重合 ,如 图 9-5. 于 是 通过 极 的 大 圆 弧 


FQP,Q 叫做 本 初 经 线 , 极 线 QmQ, 叫做 赤道 . 


和 9 


bs bi 


b! b; 


A . B=ab, 十 ayp， 十 a363 ,AXB= | 
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为 了 确定 球面 上 一 点 M 对 于 赤道 QwmQ， 和 本 初 经 线 EQP,Q, 的 位 置 ,通过 
M 点 和 极点 P 作 大 圆 红 ,得 到 的 半圆 周 PMP, 叫做 M 点 的 经 线 ,或 经 圆 . 从 M 
点 沿 大 圆 弧 到 赤道 的 距离 mM 叫做 M 点 的 纬度 . 纬度 用 字母 p 来 表示 ,并 且 从 
赤道 到 北极 或 南极 是 从 0" 到 90" 变 化 . 从 赤道 到 北极 的 纬度 叫做 北纬 ,从 赤道 到 
南极 的 纬度 叫做 南 纬 . 

有 时 不 用 纬度 而 对 应 于 中 心 角 MOP 的 弧 MP ,MP 叫做 极 距 并 且 用 字母 A 
表示 . 极 距 和 纬度 的 和 等 于 90 , 即 g 十 A=90. 

在 球面 上 ,也 像 在 平面 上 一 样 ,一 个 坐标 是 不 够 的 ; 因为 在 平行 于 赤道 
QmQ 的 小 圆 gMg 上 ,所 有 的 点 的 纬度 都 是 相同 的 . 

通常 把 经 度 取 作 第 二 个 坐标 ,经 度 是 用 本 初 经 线 ( 对 地 球 来 说 本 初 经 线 就 是 
格林 尼 治 经 线 ) 所 在 平面 与 M 点 的 经 线 所 在 平面 中 间 的 二 面 角 QPP,M 来 度量 
的 . 二 面 角 QPP,M 对 应 于 球面 角 gPM. 经 度 用 4 表示 并 且 按 时 针 的 方向 从 0 
到 360 变化 或 者 分 为 东西 两 方面 在 0 和 180" 之 间 变 化 (东经 和 西 经 ). 

假设 M 点 有 纬度 pm = 二 46 "和 经 度 4w 二 82", 则 一 般 缩写 为 M= (46";82°). 

3. 水 平 坐标 系 

假设 转动 球面 使 点 A 和 天 顶 Z 重合 , 则 极 线 SHN 在 水 平面 内 如 图 9- 6. 

球面 上 任 一 点 M 的 位 置 在 这 种 场合 用 下 面 两 个 Ch 
坐标 确定 :第 一 个 是 天 顶 距 一 一 就 是 贺 弧 ZM 或 中 心 > 
角 ZOM ;第 二 个 是 这 样 得 到 的 ,假设 经 过 点 Z .点 2 
( 底 点 ) 和 点 M 作 半 圆 , 则 第 二 个 坐标 就 是 方位 角 NH 。 、 
(从 点 N( 北 ) 到 点 末 的 圆 弧 , 此 处 点 末 是 半圆 ZMZ， > 个 
和 水 平 线 NHSE 的 交点 ). 方位 角 从 点 N( 北 ) 或 点 S 上 
( 南 ) 开 始 按 顺 时 针 方 向 从 0" 变 到 360". 方位 角 用 字母 
A 或 a 表示 . 央 9-6 

有 时 第 一 个 坐标 不 用 天 顶 距 而 取 点 M 的 倾角 a ,倾角 是 用 弧 HM 或 中 心 角 
HOM 度量 并 且 确 定 M 到 水 平 线 的 距离 . 同一 个 点 的 顶点 距离 和 倾角 之 间 存在 
一 个 关系 式 


Z 十 wa 一 90 . 
假设 点 M 有 顶点 距离 Zv 王 60 和 方位 角 am 二 30°, 则 缩写 成 为 MC60";30"). 
习 题 9.3 


1. 试 推导 二 维 直 角 坐 标 系 中 球面 两 点 间 的 距离 公式 . 
2， 比较 杰 道 坐标 系 与 水 平 坐标 系 的 异同 , 
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在 球面 几何 学 中 ,球面 三 角形 的 内 角 和 大 于 180 . 如 果 把 任何 一 种 与 欧 氏 几 
何不 同 的 几何 都 可 以 叫做 非 欧 几何 , 则 球面 几何 也 是 一 种 非 欧 几何 . 谈 到 非 欧 几 
何 时 ,一 般 要 讲 到 最 时 发现 的 一 种 非 欧 几 和 何 -一 一 双 曲 几何 . 

球面 几何 是 研究 球面 空间 的 子 集 ( 二 维 球 面 S$ ) 几 何 性 质 的 . 在 一 定 意义 
下 , 它 和 双 曲 几何 . 欧 氏 几何 (又 称 抛物 几何 ) 三 者 具有 同等 地 位 ,有 许多 类 似 之 
处 .下 面 我 们 就 双 曲 几何 作 一 点 简介 . 

在 数学 发 展 的 历史 上 ,关于 欧 几 里 得 第 五 公设 的 独立 性 证 明 ,使 数学 家 们 烦 
恼 了 两 千年 .到 17、18 世纪 有 些 数学 家 想 用 反 证 法 来 证 ,结果 导出 了 一 系列 异 于 
直 筑 的 推论 , 且 没 有 找 出 什么 矛盾 ,于 是 发 现 了 一 种 新 的 几何 , 称 为 罗 巴 切 夫 斯 
基 几 何 或 双 曲 几何 . 

双 曲 几何 的 公理 系统 是 将 希 尔 伯 特 的 五 组 公理 中 的 四 组 公理 保留 不 变 , 仅 
将 欧 氏 平行 公理 改 为 双 曲 平行 公理 : 

双 曲 平行 公理 ”通过 直线 AB 外 的 一 点 C ,在 平面 ABC 上 至 少 可 以 引 两 条 
直线 与 直线 AB 不 相交 ， 

在 双 曲 几何 中 ,凡是 由 欧 氏 第 五 公设 推导 的 命题 都 不 能 成 立 , 而 由 双 曲 平行 
公理 可 以 得 到 双 曲 几何 的 一 组 结论 ,其 中 主要 有 下 列 命 题 ， 

(1) 在 平面 内 ,对 于 一 条 直线 ,存在 不 相交 的 垂 线 和 和 斜 线 ;， 

(2) 存在 一 个 三 角形 , 它 没有 外 接 圆 ; 

(3) 存在 一 个 三 角形 , 它 的 三 条 高 不 相交 ; 

(4) 三 角形 的 内 角 和 小 于 两 直角 ; 

(5) 三 角形 的 内 角 和 不 是 常数 ; 

(6) 不 存在 矩形 ; 

(7) 平面 上 不 在 已 知 直 线 上 且 与 此 直线 等 距离 的 三 个 点 ,不 在 同一 直线 上 

(8) 在 同一 平面 上 的 任何 两 条 直线 ,一 条 直线 上 的 点 到 另 一 条 直线 上 的 距 
离 是 无 界 的 ; 

(9) 如 果 两 个 三 角形 的 三 个 对 应 角 相等 ,那么 这 两 个 三 角形 全 等 (所 以 不 存 
在 相似 形 ); 

(10) 在 角 的 内 部 存在 直线 , 它 不 通过 角 的 顶点 ,而 且 与 角 的 两 边 都 不 相交 

(11) 三 角形 ABC 的 面积 和 它 的 角 亏 5 二 x 一 (A 十 B 十 (0) 成 正比 . 

这 些 命题 都 和 双 曲 平行 公理 等 价 . 也 就 是 说 ,在 双 曲 几何 公理 系统 中 ,用 上 
述 任何 一 个 命题 代替 双 曲 平行 公理 ,同样 可 以 展开 双 曲 几何 . 
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从 以 上 简单 的 介绍 中 就 可 看 出 , 双 曲 几何 与 我 们 习惯 的 欧 氏 空间 很 不 协调 ， 

么 双 曲 几何 是 否 有 现实 意义 ? 

开始 , 罗 巴 切 夫 斯 基 也 将 这 种 几何 党 称 为 “想像 中 的 几何 学 ”但 是 ,从 前 面 
所 引 的 第 11 个 命题 可 知 , 三 角形 面积 越 小 , 它 的 内 角 和 越 接 近 于 两 直角 ,因而 与 
欧 氏 几何 的 性 岳 越 接近 . 作为 宇宙 空间 是 否 可 能 更 接近 于 双 曲 空间 ? 虽然 至 今 
还 没有 定论 .但 是 非 欧 几 何在 爱 因 斯 坦 (A. Einstein. 1878--1955) 的 相对 论 的 创 
建 中 所 发 挥 的 巨大 作用 , 则 是 非常 令 人 鼓舞 的 . 

为 了 证 明 双 曲 几 何不 会 有 矛盾 ,可 以 在 欧 氏 空间 作出 双 曲 几何 的 模型 ,这 样 
”如 果 双 曲 几何 有 了 矛盾 ,那么 欧 氏 几何 也 就 有 矛盾. 

1868 年 ,贝尔 特 拉 米 (Beltrami.E.1835-- 1900) 在 拟 球面 上 实现 了 双 曲 平面 
的 片段 :1870 年 , 克 菜 因 在 射影 空间 中 实现 了 双 曲 几何 的 公理 系 ; 紧 接着 庞 卡 莱 
(Pomcare. 昌 ,1854--1912 ) 又 在 欧 氏 平面 上 实现 了 双 曲 几何 . 这 样 双 曲 几 何 公 
理 系 的 相 容 性 解决 了 , 双 曲 几何 有 了 若 十 直观 模型 . 

为 了 能 简捷 地 研究 双 曲 几何 ,这 里 抛弃 传统 的 体系 ,采用 数学 结构 的 思想 ， 
先 规定 双 有 曲 忠 离 .从 而 把 双 曲 空间 作为 特殊 的 度量 空间 (拓扑 结构 ) 进 行 定量 的 
研究 . 

当然 ,这样 可 能 削弱 了 直观 . 为 了 避免 这 个 缺陷 ,有 助 于 理解 ,不妨 先 在 三 维 
聊 氏 空间 中 .给 出 二 维 双 曲 几 何 的 一 个 直观 模型 -一 一 双 曲 面 模型 ,由 此 模型 可 以 
方便 地 导出 克 莱 因 模型 和 庞 卡 菜 模 型 ， 

如 图 9 -7. 双 曲面 模型 是 将 双 叶 双 曲 面 的 一 叶 H? 看 作 整 个 “ 双 曲 平面 ”. 
H: 上 的 点 作为 " 双 曲 点 ”. 过 任意 两 点 A, BE H?， sm x 
以 及 双 直 面 的 中 心 0 作 平 面 04B, 它 与 HH? 的 交 线 
作为 “ 双 曲 直线 ” 显然 ,两 点 确定 唯一 的 直线 . 

过 双 曲 直线 AB 外 一 点 CE H?, 作 双 曲 直线 


CDE H?, 则 当 平 面 OCD 与 OAB 的 交 线 OP 恰 为 oD 
HH: 的 渐 近 锥 面 的 母线 时 ( 双 曲直 线 CD 与 AB 没有 A 
公共 点 ). 就 称 双 曲 直线 CD 与 AB 平行 . 显然 ,过 C 央 9 7 
总 与 双 则 直线 AB 平行 的 直线 有 两 条 CD 和 CE. 除 
此 之 外 .所 有 与 双 曲 直线 AB 不 相交 的 直线 称 为 AB 的 分 散 线 . 可 以 看 出 ,两 条 互 
相 乎 行 的 直线 在 一 方 无 限 接近 ,而 在 另 一 方 无 限 远离 (命题 8). 还 可 以 看 到 ,在 
所 1 三 内 部 .存在 直线 AB 与 角 的 两 边 都 不 相交 (命题 10). 
在 图 9-7 中 , 取 中 心 0 为 原点 建立 如 图 所 示 的 空间 直角 坐标 系 Oxoxi xz;. 
议 双 叶 双 曲面 的 方程 为 忒 一 让 一 zi 二 0. 对 照 模型 就 不 难 理解 下 面 的 有 关 规 定 . 
点 集 Hi 二 {XIX=Cr npr) Ti 一 (rr)=r ,rr E R,r, 之 r >0} 
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称 为 双 曲 平面 ,其 中 (zx ,xi ,Xi) 称 为 点 的 标准 化 齐 次 坐标 ,简称 点 X 的 坐标 . 
对 于 双 曲 平面 H: ,规定 任意 两 点 A= (an ral ,4a;) .B= (ob, ,OD ,0b;)E H: 之 间 
的 双 曲 距离 


pA,B)=r， Arch (em — 0 ee ) 


这 样 规定 了 距离 的 点 集 五 称 为 二 维 双 曲 空间 ,常数 ~ 称 为 双 曲 空间 的 曲 
率 半 径 . 为 方便 计 , 取 7 二 1, 即 把 曲率 半径 取 作 长 度 单位 , HH? 就 可 记 作 HH?. 
企 上 述 规定 中 用 到 了 双 曲 函数 的 反 函 数 . 现 介绍 它们 的 定义 和 性 质 : 


双 曲 余弦 :z==ch :一 < 一 e >>1, 当 1 之 0 时 ,单调 增 


反 双 曲 余 弦 :上 一 Archz 王 ln(z 二 vv 好 一 1) (zx 之 1). 
双 曲 正弦 :y 一 sh :一 生 二 e 一 ,单调 增 


”上 肥 双 曲 正 弦 : 上 =Arsh y 王 1n(y 十 V 交 十 1)， 
双 曲 正切 :x ==th 1 二 sh it/cht 
一 (e' 一 e ‘)/(e' 二 ee '). 


1 l+u 


反 双 曲 正 切 .:= Arth u 二 1n 一 


恒等式 ,zx 一 y’ 一 ch:t 一 sh’:t==1. 
ch(atB)= ch ach p8 土 sh ash 及 
shk(a 士 护 一 sh ach 8 士 ch xsh f. 
下 面 , 再 来 介绍 一 下 双 曲 三 角形 及 其 有 关公 式 . 
双 曲 平面 H* 上 不 在 一 直线 上 的 三 点 A,B,C 以 及 线段 AB ,BC,CA 所 构成 
的 图 形 叫 做 双 曲 三 角形 . 点 A, B,C 称 为 它 的 顶点 ,我 们 用 p(B,C)=a， 
po(C,A) 二 6,p(A,B) 二 c 表示 三 顶点 的 对 边 及 其 长 度 . 在 不 会 引起 误解 的 情况 
下 ,也 用 A,B,C 表示 双 曲 三 角形 ABC 的 三 个 内 角 , 即 A= ACAB,B= 人 ABC,， 
CC 二 人 BCA, 这 里 A,B,CE (0,x). 
双 曲 三 角形 有 如 下 一 系列 公式 
边 的 余弦 公式 ; cha 一 chb.，chcec 一 shb。shec。 cosA. 
ch po 一 chc。cha 一 shc。sha 。cos 了 
chc=cha®* chb—sha* shb* cosC. 


_cos B+. cosC+tcosA 
角 的 余弦 公式 : ch a 一 <*B* cos C 十 cos A， 


Ch p= coS C* cos 4 十 cos C 


sinA* sinC 


~ (lu | 二 1). 
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cosA* cos 及 十 cos CC 
ch c= 


sinA*， sinB 
八 式 . Sha shb shc, .sha* shb. she 
正 攻 公 式 : A i 法 


其 中 A 二 Vsh p* sh(p—a)，sh(p—b)*， sh(p—e) ,p=(atbte). 


习 题 9.4 


] . 试 证 明 恒 等 式 .ch(a 十 8) 二 cha 。 ch 8 十 sh ac 。 sh 8. 
2， 试 推导 边 的 余 弱 公式 :cha 一 chp。，chc 一 shp。shc 。cos A. 
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第 “ 数学 机 械 化 与 我 国 数学 冢 所 取得 的 成 就 


数学 机 械 化 这 一 词 , 出 自 于 美 籍 华 人 科学 家 王 海 1960 年 发 表 的 题目 《4 癌 机 
械 化 数学 前 进 》- 一 文 ,后 被 吴 文俊 院士 肯定 而 沿用 . 曾 有 一 段 时 期 “机 械 化 方法 ” 
义 称 “机 瘟 证 明 ”. 机 械 化 方法 就 是 寻找 一 个 依据 一 定 法 则 可 以 按部就班 机 械 地 
进行 的 方法 .在 现代 通常 称 为 算法 ,而 算法 可 以 编 成 程序 在 计算 机 上 实施 . 数学 
机 械 化 就 是 数学 定理 能 够 在 计算 机 上 实现 证 明 . 

机 械 化 思想 在 我 国 古 代数 学 时 就 已 经 有 了 .但 在 近代 应 该 从 笠 卡 儿 创 立 解 
析 玫 何 开 始 . 解 析 几 何方 法 使 几何 问题 的 证 明 走 上 机 械 化 道路 .第 一 次 将 无 章 可 
循 的 几何 定理 的 证 明 , 按 一 定 步骤 把 几何 问题 化 为 代数 形式 来 解决 . 为 几何 定理 
机 械 化 证 明 提 供 了 简明 的 方法 . 

菜 布 尼 次 曾 有 过 “推理 机 器 ”的 设想 ,他 为 此 研究 过 逻辑 ,设计 并 造 出 能 做 乘 
法 的 计算 机 .这 样 就 促进 了 布尔 代数 .数理 逻辑 以 及 计算 机 的 研究 . 

和 希 尔 们 特 在 4 几何 基础 ?一 : 书 中 ,提出 了 几何 定理 的 机 械 化 思路 .但 是 这 一 机 
性 化 思想 80 多 年 来 一 直 没 引起 人 们 的 注意 ,就 是 硕 尔 们 特 本 人 对 自己 的 机 械 化 
思想 也 从 未 作 过 任何 说 明 . 直到 1984 年 才 被 吴 文 俊 院 十 所 发 现 , 并 在 计算 机 上 
实现 了 用 希 尔 但 特 机 械 化 思想 来 证 明 一 小 类 的 平面 几何 定理 . (何等 而 六 - 书 
中 的 定理 62, 就 展现 了 项 a 

定理 62 设 一 种 几何 中 ,公理 ]1;;, 目 ,V' (加 强 的 平行 公理 ) 都 满足 ,而 且 
星期 卡 定理 正确 ,这 几何 中 的 每 - 大 的 妆 上 尽 定 理 , 可 以 通过 作 适 当 的 辅助 点 
和 辅助 百 线 . 表 为 有 限 个 帕斯卡 构 形 的 组 合 . 

定理 62 中 的 1-; 是 希 尔 但 特 公 理 系 中 的 第 一 类 结合 公理 中 的 关于 平面 的 
一 条 公理 .由 是 第 一 类 顺序 公理 中 的 全 部 4 条 公理 ,R 是 加 强 的 平行 公理 , 即 
“ 设 a 是 任 一 再 线 .A 是 a 外 的 任 一 点 ,在 a 与 4 所 确定 的 平面 上 ,有 且 仅 有 一 条 
直线 通过 A 且 与 a 平行 .” 

其 中 帕斯卡 定理 是 : 设 有 两 条 相交 的 直线 , 设 A,B,C 是 其 中 一 条 直线 上 上 的 
点 .A .B.C 是 男 --… 直 线 上 的 三 点 ,而 且 它 们 都 不 是 这 两 条 直线 的 交点 .车 
CB/BC,HCAAAC, 则 BA'WAB.. 


rm 一- 
- 本 
一 上 re i mr rir 一 
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所 谓 帕 斯 卡 构 形 ,是 指 相 当 于 帕斯卡 定理 内 容 的 一 个 图 形 . 

所 谓 纯 粹 交点 和 定理 ,是 指定 理 中 只 含有 关于 点 与 直线 的 位 置 关 联 及 关于 下 
线 平行 性 的 叙述 ,而 不 用 其 他 关系 (如 垂直 、 等 角 、 等 长 等 度量 关系 ). 

为 了 使 人 们 认识 这 一 定理 的 机 械 化 思想 , 匡 文 俊 院 士 将 定理 62 改写 为 

希 尔 伯 特 机 械 化 定理 平面 帕斯卡 几何 中 存在 机 械 化 程序 . 可 以 在 某 些 附 
加 的 非 退 化 条 件 下 ,用 有 限 步 证 明 或 否定 任 一 构造 型 纯 交 点 定理 ,这 些 条 件 也 是 
在 程序 中 机 械 化 地 产生 的 ， 

简 言 之 ,平面 由 斯 卡 几 何 的 定理 是 可 以 机 械 化 的 ,或 初等 几何 只 涉及 从 属 和 
平行 关系 的 定理 是 可 以 机 械 化 的 . 

项 尔 伯 特 仅仅 提出 了 具体 的 机 械 化 思想 (也 许 他 本 人 并 没有 意识 到 这 一 
上 态 ). 只 有 当 电 子 计算 机 出 现 之 后 , 希 尔 伯 特 机 械 化 思想 才 由 匡 文 俊 院士 于 20 世 
纪 80 年 代 在 计算 机 上 实现 . 

电子 计算 机 的 问世 ,使 数学 定理 机 器 证 明 的 研究 活跃 起 来 , 波兰 数学 家 塔 斯 
基 在 1950 年 证 明了 一 个 引 人 注 目的 定理 ;初等 几何 (以 及 初等 代数 ) 的 定理 证 明 
是 可 以 用 机 械 化 方法 判定 的 . 

可 异 , 他 的 判定 方法 太 复 杂 , 即 使 用 高 速 的 计算 机 也 证 明 不 了 稍 难 的 几何 定理 . 

培 斯 基 等 人 还 提出 过 制造 所 谓 判 定 机 器 (证 明 机 ) 的 设想 ,然而 他 的 设想 和 
方法 都 不 切实 可 行 ,直到 目前 为 止 也 没有 取得 什么 令 人 信服 的 结果 . 

1958 年 王 浩 设计 了 几 个 计算 机 程序 ,使 用 IBM704 机 ,在 3 分钟 内 ,证 明了 
罗素 . 怀 德 海 的 巨著 《数学 原理 》 一 书 中 的 220 条 命题 , 稍 后 又 扩 到 400 条 , 王 浩 
因此 获 1983 年 人 工 智 能 国际 联合 会 与 美国 数学 会 颁发 的 里 程 碑 奖 . 

1976 年 美国 数学 家 阿 佩 尔 和 黑 肯 及 计算 机 专家 麦克 ,在 高 速 计算 机 上 用 了 
近 1 200 小 时 ,证 明了 “本 色 问 题 ”"*(1852 年 英国 人 古 特 列 提 出 了 著名 的 四 色 问 
赢 :“ 如 果 只 用 四 种 颜色 ,我 们 能 否 对 球面 上 (平面 上 ) 的 任何 地 图 着 色 . ”) ,使 一 
百 多 年 来 未 解决 的 难题 得 到 肯定 回答 .但 是 在 数学 界 还 有 不 少 人 认为 计算 机 解 
不 是 证 明 , 因 为 不 可 能 核对 其 计算 的 正确 性 .有 人 讲 “ 即 使 是 真 的 ,总 觉得 没有 什 
么 数学 味道 " “四 色 问 题 ? 虽 然 在 计算 机 中 得 到 解决 ,但 由 于 没有 给 出 这 一 解 的 
现代 数学 理论 依据 ,不 少数 学 家 对 机 械 化 方法 持 怀 疑 态度 . 

1976 年 吴 文 俊 院 士 开始 进入 数学 机 械 化 领域 的 研究 . 他 在 中 国 古 代数 学 机 
械 化 与 代数 化 的 优秀 思想 启发 下 ,提出 了 自己 的 独特 的 机 械 化 方法 . 1977 年 发 
表 在 《中 国 科学 》1977 年 第 六 期 上 的 《初等 几何 判定 问题 与 机 械 化 证 明 》 的 科学 
论文 , 白 开 了 数学 机 械 化 这 一 领域 新 的 一 页 . 开创 了 从 公理 化 到 机 械 化 的 新 路 ， 
第 一 次 在 计算 机 上 证 明了 一 大 类 初等 几何 问题 ,如 西 姆 松 定理 , 费 尔 巴 险 定理 , 莫 
勒 定理 等 ,还 发 现 了 不 少 新 的 不 平凡 的 几何 定理 . 在 国际 上 被 称 为 吴 法 (具体 方法 


230 第 十 更” 几何 定理 的 机 器 证 明 


在 第 二 节 介 绍 ). 吴 法 像 吸 铁石 一 样 ,吸引 了 从 事 这 一 领域 研究 的 许多 专家 学 者 . 

1989 年 周 威 青 在 美国 出 版 了 专著 ,利用 吴 法 在 计算 机 上 证 明了 512 条 定 
理 , 这 些 定理 大 多 是 不 平凡 的 . 用 吴 法 证 明 一 个 定理 一 般 仅 几 秒 钟 ,今后 人 们 在 
初等 几何 范围 内 提出 的 新 命题 是 真是 假 ,只 要 在 计算 机 一 试 , 便 知 分 晓 . 

吴 法 的 影响 是 世界 性 的 , 鞭 名 科学 家 卡 波 尔 写 道 “ 吴 的 工作 使 自动 推理 领域 
发 生 了 革命 性 的 变化 ” 

吴 文俊 院士 作为 数学 机 械 化 领域 的 首席 科学 家 ,带领 我 国 数学 家 在 数学 机 械 
化 领域 取得 了 一 个 又 一 个 重大 成 果 , 从 而 确定 了 以 吴 文 俊 院 士 为 首 的 中 国 数学 机 
械 化 学 派 在 国际 上 的 领先 地 位 , 2001 年 3 月 , 吴 文俊 院士 因此 荣获 首届 中 国 科学 
技术 最 高 奖 . 

1992 年 张 景 中 院士 应 周 咸 青 的 邀请 赴 美 访问 . 他 与 周 咸 青 , 高 小 山 合作 , 利 
用 面积 方法 所 创立 了 消 点 算法 (将 在 第 三 节 介 绍 ). 在 Windows 系统 下 ,他 们 研 
制 出 几何 定理 自动 生成 可 读 证 明 的 软件 ,使 人 们 期 待 近 三 十 年 的 可 读 证 明 第 一 
次 在 计算 机 上 实现 了 . 所 谓 可 读 证 明 就 是 在 计算 机 上 所 显示 的 证 明 ,与 人 用 笔 在 
纸 上 写 的 证 明 完 全 一 致 ,而 不 再 是 那 种 计算 机 能 懂 而 人 看 不 明白 的 证 明 . 这 一 成 
采 钻 著名 计算 机 专家 波 依 尔 誉 为 “使 计算 机 能 像 处 理 算 术 一 样 处 理 几 何 的 必 由 
之 路 上 的 一 个 里 程 碑 ” 

2000 年 张 景 中 院士 研制 出 与 传统 几何 证 明 方 法 完全 一 致 的 ,第 三 代 智 能 数 
学 平台 软件 ,这 是 世界 上 第 一 个 具有 智能 性 的 教学 软件 ,对 它 的 推广 将 有 利于 中 
学 数学 教学 现代 化 的 进程 . 

1986 年 洪 加 威 教授 发 表 论 文 指出 ,对 于 一 类 平面 几何 定理 ,只 要 按照 一 定 
的 规则 去 举例 ,并 且 对 具体 的 数值 计算 到 一 定 的 精确 程度 ,就 完全 可 以 用 来 判定 
一 个 几何 定理 的 真 与 假 , 这 就 是 例证 法 . 由 于 洪 法 的 复杂 程度 ,迄今 未 能 在 计算 
机 上 上 有效 地 实现 用 举例 子 方法 证 明 几 何 定理 . 

几乎 同时 , 张 景 中 、 杨 路 提出 了 数值 并 行 算法 ,这 是 第 一 个 具有 实践 意义 的 
用 举例 子 来 证 明 几 何 定 理 的 方法 .在 计算 机 上 实现 用 举例 子 来 证 明 几 和 何 定理 ,不 
仅 在 数学 上 是 漂亮 的 ,对 其 哲学 基础 也 引起 很 大 的 震动 . 

由 于 在 机 械 化 证 明 所 取得 的 优秀 成 果 . 张 景 中 和 杨 路 获 1997 年 国家 自然 科 
学 奖 二 等 奖 ( 当 年 缺 一 等 奖 ). 

吴 文俊 、 张 景 中 两 院士 的 研究 成 果 , 基 本 上 解决 了 初等 几何 等 式 型 定理 的 机 
械 化 证 明 的 重大 问题 ,但 是 几何 (代数 ) 不 等 式 证 明 的 机 械 化 方法 的 研究 却 进展 
不 大 ,举步维艰 . 1985 年 , 吴 文 俊 院 士 在 上 海 的 一 次 学 术 会 上 就 指出 :不 等 式 的 
机 械 化 证 明 是 “一 大 难题 ”. 

不 等 式 机 械 化 证 明 的 困难 在 于 它 依赖 实 代 数 的 自动 推理 算法 的 研究 . 经 过 
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多 年 的 努力 , 杨 路 终于 在 1998 年 创立 了 降 维 算法 (将 在 第 四 节 介 绍 ) ,并 研制 出 
实现 这 一 算法 的 BOTTEMA 软件 ,利用 这 一 软件 在 计算 机 上 验证 了 近 二 和 干 个 
不 等 式 , 一 百 多 个 可 能 是 新 的 ,其 中 还 有 不 少 是 猜想 ,平均 每 秒 钟 可 验证 十 几 个 
不 等 式 , 这 个 速度 已 经 赶 上 目前 计算 机 证 明 等 式 型 平面 几何 定理 的 效率 . 因此 ， 
杨 路 在 不 等 式 机 械 化 证 明 所 取得 成 果 , 完 全 可 与 吴 法 . 张 法 相 媳 美 , 这 是 中 国 数 
学 家 在 几何 定理 机 械 化 证 明 这 一 领域 所 取得 的 又 一 重大 成 果 . 

正如 王 梓 坤 院士 所 指出 :我 们 可 以 自豪 地 说 :几何 定理 机 器 证 明 研 究 的 重 
大 成 果 大 都 是 由 我 国 数学 家 所 取得 的 .” 

为 什么 中 国 数学 家 会 在 几何 定理 机 械 化 证 明 这 一 领域 取得 如 此 辉煌 的 成 
就 ? 队 了 有 闫 文俊 院士 有 者 “非凡 的 洞察 力 和 智慧 ?等 天 才 因 素 外 ,还 有 以 下 几 点 
重要 原因 

第 一 , 继承 中 国 古 代数 学 机 械 化 优良 传统 . 1976 年 吴 文 俊 院 士 进入 数学 机 
械 化 领域 研究 之 前 , 花 了 几 年 时 间 致 力 于 中 国 古代 数学 的 研究 ,发 现 中 国 古 代数 
学 走 的 是 与 西方 数学 完全 不 同 的 道路 .西方 古代 数学 侧重 于 逻辑 推理 ,着 重 对 数 
学 问题 的 求证 ,也 就 是 公理 化 方法 .我 国 古代 数学 用 的 是 机 械 化 方法 ,对 数学 问 
题 着 重 于 计算 求解 . 早 在 1 世纪 成 书 的 4 九 章 算术 》 中 ,就 记载 着 位 值 制 (十 进位 
值 ) ,有 了 位 值 制 才 有 可 能 有 开 方 立方 的 计算 法 则 (算法 ) ,并 载 有 分 数 的 各 种 运 
算 以 及 解 线性 方程 组 的 方法 《 九 章 算术 》 还 把 问题 分 为 九 大 类 ,每 一 类 给 出 一 种 
固定 的 解 题 程序 (算法 ), 学 会 了 一 种 解 题 方 法 ,就 能 解决 一 大 类 的 问题 . 用 一 个 
固定 的 程序 解决 一 类 问题 , 正 是 数学 机 械 化 的 基本 思想 . 追求 机 械 化 方法 ,是 我 国 
古代 数学 的 优良 传统 . 刘 徽 在 他 注解 的 ( 九 章 算术 》(3 世纪 中 ,用 圆 内 接 正 多 形 的 
周 长 通 近 贺 周 长 ,成 为 后 世 求 圆周 率 更 精确 的 一 般 方法 . 

到 了 宋代 从 引进 “天 元 ”( 未 知 数 ) 概 念 发展 到 天 元 术 . 宋代 朱 世 杰 《 四 元 玉 
鉴 》 中 融 详 细 记 载 了 四 元 术 , 即 解 多 至 四 个 未 知 数 的 多 项 式 方 程 组 的 解法 ( 算 
法 ). 只 有 在 方程 建立 后 , 才 有 种 种 机 械 化 算法 来 解答 ,天 元 概念 与 天 元 术 的 出 
现 , 与 之 相伴 又 产生 了 几何 代数 化 方法 ,以 及 相当 于 多 项 式 的 表达 方式 与 运算 方 
法 及 消 元 法 . 这 使 方程 的 建立 和 求解 成 为 机 械 化 过 程 , 变 得 更 容易 . 

在 中 国 古 代数 学 的 机 械 化 方法 和 代数 化 的 优秀 思想 启发 下 , 吴 文 俊 院 士 进 
人 数学 机 械 化 领域 研究 的 第 二 年 就 取得 重大 突破 ,创立 了 具有 中 国 特色 的 一 个 
主要 方法 -一 一 特征 列 法 . 吴 文俊 院士 写 道 : “我 们 所 用 的 特征 列 方法 ,只 是 在 《四 
元 玉 鉴 》 所 指出 的 途径 上 给 以 现代 化 的 处 理 , 使 之 尼 于 严密 合 于 现代 数学 的 要 求 
而 已 .天 文俊 机 械 化 原理 的 创立 ,从 思维 到 方法 都 受益 于 中 国 吉 代数 学 机 械 化 
方法 的 思想 . 

第 二 ,为 机 械 化 方法 建立 了 严密 的 现代 数学 理论 依据 . 吴 文 俊 、. 张 景 中 、 杨 路 
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等 都 是 我 国 著名 数学 家 . 吴 文 俊 院 士 在 拓扑 学 .数学 史 .代数 几何 等 方向 都 取得 
于 世 弄 一 流 的 成 采 . 他 们 在 创立 数学 机 械 化 方法 的 同时 ,还 致力 于 建立 它们 的 现 
代数 学 的 理论 基础 . 吴 法 有 吴 消 元 法 和 特征 列 法 等 现代 数学 理论 所 支撑 , 张 法 有 
用 面积 法 所 创立 的 欧 氏 几何 新 公理 体系 为 基础 , 杨 法 有 多 项 式 完 全 判别 系统 理 
论 为 依据 ,所 以 他 们 所 取得 的 成 果 令 人 信服 ,不 仅 得 到 计算 机 科学 家 们 的 高 度 赞 
党 ,而且 为 数学 家 们 所 接受 ， 

第 三 ,国家 大 力 支 持 . 吴 文俊 院士 先后 主持 了 国家 攀登 计划 《机 器 证 明 以 及 
其 应 用 》 和 《数学 机 械 化 研究 及 其 应 用 》 两 项 重大 项 目 . 国家 科学 技术 部 首 批 启动 
的 15 项 国家 重大 项 目 之 一 的 《数学 机 械 化 及 软件 平台 3 也 是 他 主持 的 . 

面 对 中 国 数学 家 在 数学 机 械 化 领域 所 取得 的 举世 瞩目 的 成 就 ,著名 计算 机 
科学 家 美 籍 华人 王 浩 教授 就 曾经 讲 过 :“ 要 使 每 个 中 国 数学 教师 都 懂 吴 法 ”. 确 
实 ,关于 数学 定理 机 器 证 明 方面 的 书 “ 是 中 国 数学 教师 当 读 的 ” 作为 高 等 师范 院 
校 数学 系 应 义不容辞 担当 这 一 重任 ,填补 高 等 师范 院 校 数学 系 在 数学 机 械 化 教 
育 方面 的 空白 . 
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1977 年 我 国 著 名 数学 家 吴 文 俊 院士 发 表 的 《初等 几何 判定 问题 和 机 械 化 证 
明 》 科 学 论文 ,文中 提出 了 几何 定理 机 械 化 证 明 的 新 方法 ,首次 在 计算 机 上 证 明 
了 一 大 类 初等 几何 定理 ,从 而 开创 了 从 公理 化 到 机 械 化 的 新 路 . 著名 科学 家 
Kupar 认 为 “ 吴 的 工作 使 自动 推理 领域 发 生 了 革命 性 的 变化 ”. 在 国际 上 被 誉 为 
“和 天方 法”. 2001 年 3 月 吴 文俊 院士 主要 因此 而 荣获 中 国 首届 科学 技术 最 高 奖 . 

下 面 我 们 简单 介绍 “ 吴 方 法 ?是 怎样 在 计算 机 上 证 明 几 何 定理 的 . 吴 方 法 主 
要 有 下 面 三 个 步骤. 

第 一 步 ” 几 何 问 题 代 数 化 

用 解析 几何 方法 (当然 也 可 用 其 他 方法 ) 可 以 实现 把 几何 问题 化 为 代数 形 
式 .例如 要 描述 AB,CD 两 线段 相等 , 即 证 明 AB=CD. 先 选 定 -一 个 直角 坐标 系 ， 
设 A 一 (zyzz) ,有 一 (zz CC 一 (zxre) 一 (zxs), 则 利用 两 点 间距 离 公 
式 . 可 表示 为 (zj 一 T3) 人 十 (一 74) 二 (Xs; 一 X17 十 (x 一 Xs)?, 即 可 表示 


(XX Ta ) 十 (>， | ) 一 《rs ~ 六 — (xe — Ts) 一 0, 
又 例如 要 描述 两 线段 AB.CD 垂直 ,可 利用 垂直 公式 表 成 
村 3A] _. da Xse 
| XT7 一 人 


上 上 式 如 果 分 母 为 0, 计算 机 就 不 会 识别 ,为 了 避免 这 一 情形 ,可 将 上 式 写成 
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(zz 一 x2)(Czs 一 6) 十 (zy 一 XI)(CZzy 一 25) 二 0 

还 有 像 两 直线 平行 .三 点 共 线 ,三 线 共 点 ,两 角 相 等 ,一 点 是 两 点 连 线 的 中 
点 ,点 在 角 的 平分 线 上 ,一 点 分 两 点 成 正比 ,一 点 在 圆 上 ,四 点 共 圆 等 都 可 以 用 解 
析 几 何方 法 将 它们 化 为 代数 形式 . 这 样 就 能 将 一 些 基 本 的 几何 问题 化 为 代数 
形式 ， 

选 好 坐标 系 后 ,还 要 选取 自由 变 元 和 约束 变 元 ,一 般 有 自由 变 元 是 由 与 几何 
问题 假设 条 件 无 关 所 选取 的 自由 点 的 坐标 所 组 成 ,而 约束 变 元 是 受 几 何 问 题 
假设 条 件 所 限制 的 点 的 坐标 所 组 成 . 所 谓 几 何 问 题 代数 化 ,其 实质 就 是 将 几何 
问题 假设 条件 部 分 用 上 述 解 析 几 何方 法 化 为 有 自由 变 元 和 约束 变 元 的 多 项 
式 组 

fi Cua Ua) Ts TT ) = 0, 


fa ut Uy Ti Ts Tm) = 0, (1) 


fn CU dT oT oT, ) =—=0, 
其 中 四 aa 表示 月 由 变 元 ,zz ，… ,Xm 为 约束 变 元 . 几何 问题 的 结论 部 
分 则 表 为 多 项 式 
give )=0 (2) 
或 者 多 项 式 组 g, 的 形式 . 
第 一 步 的 关键 是 选 好 坐标 系 , 哪 些 是 自由 点 (相应 的 自由 变 元 ) ,哪些 是 约束 
点 (相应 的 约束 变 元 ) .往往 不 是 固定 的 ,但 在 同一 问题 中 ,自由 变 元 和 约束 变 元 
是 固定 的 . 
第 二 步 ” 三 角 化 (也 称 吴 升 列 ) 
将 (1) 式 中 按 约束 变 元 重新 排序 为 三 角 化 ,就 是 通过 代数 方法 (类 似 于 线性 
方程 组 的 高 斯 消 元 法 ) 将 约束 变 元 重新 排 成 如 图 10 - 1 
的 三 角形 式 , 将 (1) 式 化 为 
让 Cs 0， 
fo (usuU Us Ty 7 ) 一 0， 


(3) 


fs (Pi Ht so oT a yy ) 二 0， 


CUT TT ) =0. 
这 样 一 来 .在 (3) 式 中 第 一 个 多 项 式 只 含有 第 一 个 
约束 变 元 的 多 项 式 ,而 (3) 式 中 第 二 个 多 项 式 只 含有 第 一 个 约束 变 元 和 第 二 个 约 
束 变 元 .第 m 个 多 项 式 含有 所 有 m 个 约束 变 元 . 


图 10-1 
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由 于 多 项 式 方程 组 (1) 一 般 是 非 线性 方程 组 ,因此 完成 第 二 步 有 一 定 的 复杂 
性 ,这 也 是 “ 吴 方 法 ”的 精髓 . 

第 三 步 ” 作 除法 求 余 ( 亦 称 逐步 除法 ) 

把 (3) 式 中 多 项 式 简 记 为 方 ,，f? ,…,f% ,而 将 结论 号 成 g. 

将 g 除 以 f; (把 它们 都 看 作 最 后 一 个 约束 变 元 x 的 多 项 式 , 并 作 多 项 式 
除法 ) ,为 了 吉 人 免 商 式 出 现 分 式 ( 因 为 分 式 可 能 有 使 分 母 为 0 的 情况 ,这 样 计算 机 
就 不 容易 识别 ) ,要 在 g 乘 上 某 个 因 式 ci ,得 

cg=aifi +R,, (4) 
再 将 余 式 R, 除 以 fi-1( 把 它们 都 看 作 约 束 变 元 xz | 的 多 项 式 ) ,为 了 避免 商 式 
中 出 现 分 式 , 要 在 R, 乘 上 某 个 因 式 c，, 得 


co RR, =as fi 二 TR, 1, (5) 
用 同样 方法 可 得 
CR 一 as 1+R, .2 (6 ) 
一 下 继续 下 去 ,最 后 得 
c 1 Rs =a, 1 fi +R,, (7) 
cvRR 一 ay fy dR,(=R). (8 ) 


把 上 式 (4) 式 乘 上 c: ,然后 将 (5) 式 代 人 得 
ciczg 一 Qics 三 十 ai 请 1 十 R,.1， 
再 把 上 式 乘 上 c; ,然后 把 (6) 式 代 人 得 
ciczcsg 一 alcacs fi 十 azca fi-1tas fi sR,s, 
依次 进行 ,并 将 上 式 中 户 ,所 -1，,…，, 扫 的 系数 用 al ,a;,…,a, 代替 ,最 后 得 
cc 和 ecng 一 QI 万 十 ao fi tta,tR,(=R). (9 ) 
上 面 的 第 二 步 三 角 化 和 第 三 步 逐 步 除 法 都 可 以 通过 在 计算 机 上 完成 . 从 输出 的 
结果 (9) 式 看 到 ,如 果 最 后 所 得 的 余 式 尺 恒 为 0, 那么 在 题 设 f. 二 0, f= 二 0,…， 
fm 一 0, 以 及 非 退 化 条 件 ca 和 关 0,c: 天 0,…cn 天 0 下 ,结论 g 二 0 一定 成 立 , 命 题 得 
证 .反之 ,如 果 得 出 的 余 式 R 关 0, 那 么 命题 不 成 立 . 
上 述 c; 关 0,1 二 1,2,…,m 称 为 非 退 化 条 件 . 非 退化 条 件 的 提出 是 吴 文俊 院 
士 对 几何 定理 证 明 的 又 一 贡献 . 他 指出 初等 几何 定理 的 综合 证 法 ,不 但 不 严密 ， 
而 且 也 不 可 能 产 密 , 问 题 主 要 就 是 出 现 退 化 情形 没有 讨论 . 
在 欧 氏 几何 定理 的 论证 过 程 中 ,通常 排除 退化 情形 . 比如 说 三 角形 就 要 求 三 
个 顶点 不 在 一 直线 上 ,三 顶点 共 线 就 是 退化 情形 . 有些 几何 定理 对 退化 情形 也 成 
立 ,但 有 些 几 何 定理 在 退化 情形 就 不 成 立 . 例如 “在 人 ABC 中 , 若 人 B= 人 C, 则 
AB==AC". 这 条 定理 当 人 人 B= 人 C=0 时 就 不 成 立 . 如 图 10 - 2(a), 当 
人 人 B 王 人 C=0 时 ,AB 隆 AC. 但 在 另 一 种 退化 情形 ,如 图 10 - 2(b) 又 成 立 , 可 见 
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对 退化 情形 有 必要 单独 地 进行 讨论 . 


B C 4 B(O) 
(a) (b) 


图 10-2 


那么 ,在 几何 定理 的 假设 中 ,排除 了 退化 情形 是 不 是 万事 大 吉 , 证 明 就 完全 
严密 了 了 胰 ? 问题 设 有 那么 简单 ,因为 用 综合 证 法 证 明 几 何 定理 时 ,往往 要 作 辅 助 
线 ,辅助 圆 , 对 辅助 图 形 运 用 一 些 已 知 的 定理 ,在 辅助 图 形 中 就 可 能 遇 到 退化 情 
形 ,怎样 作 辅 助 线 事 先 不 知道 ,因而 无 法 预先 说 了 明 会 出 现 哪 些 退 化 情形 ,而 使 证 
明 失 效 . 证 明 中 推理 环节 越 多 ,出 现 退 化 情形 而 破坏 证 明 的 严密 性 的 可 能 性 
越 大 . 

这 个 问题 在 关 法 中 得 到 了 圆满 的 解决 .在 吴 法 的 证 明 过 程 中 能 够 自动 一 一 
列 出 非 退 化 情形 的 代数 表示 ,指出 保证 几何 命题 成 立 的 非 退 化 条 件 , 至 于 退化 情 
形 命题 是 否 成 立 则 要 单独 讨论 . 这 种 讨论 通常 比较 容易 进行 ,特别 对 于 计算 机 来 
讲 更 是 这 样 . 这 就 是 说 , 吴 法 不 但 实现 几何 定理 在 计算 机 上 的 证 明 ,而且 达 到 推 
理 的 真正 的 严密 性 . 

下 面 我 们 用 吴 法 来 证 明 三 个 例子 . 

例 1 求证 :三 角形 的 三 条 高 线 共 点 . 

解 如 图 10-3, 以 AABC 的 AB 边 所 在 直线 
为 z 轴 ,过 C 点 的 高 线 为 纵 轴 , 过 44 的 高 线 与 过 C 
的 高 线 交 于 玉 , 且 设 各 点 坐标 为 AC ,0)，,B(u; ,0)， 
C0,u),HH(0,z1), 其 中 A,B,C 三 点 可 以 任意 选取 
为 日 由 点 ,所 以 wu,wus ,us 为 自由 变 元 ,而 互 点 是 受 
假设 条 件 限 制 的 约束 点 , 故 zi 是 约束 变 元 . 

只 要 能 证 明 BH | AC, 命 题 即 可 得 证 . 

由 假设 A 互 上 上 BC, 根据 垂直 公式 得 

万 三 (zi 一 0)(C 一 0) 十 (0 一 妇 )(0 一 z ) 一 0. 

而 结论 BH | AC, 即 
g 一 (zi 一 0)(aua 一 0) 十 (0 一 2 )(0 一 由 ) 一 0， 
可 见 有 和 和 gg 完全 相同 ,因此 ,g 除 以 广 所 得 余 式 尺 当然 为 0, 命题 得 证 . 

例 2 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 等 于 斜 边 的 一 半 . 

解 如 图 10-4, 首 先 选 好 坐标 系 , 以 直角 三 角形 的 两 直角 边 AO 和 BO 分 
别 为 z 轴 与 y 轴 , 直 角 顶 点 为 原点 0, 取 DD 为 斜 边 AB 的 中 点 ,并 设 它们 坐标 为 


CC 
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OC0.0).A(2u ,0),B(0,2us)( 这 里 设 2u,2us 是 由 ， 
中 点 条 件 所 定 ,便于 计算 ) 以 及 D(zri,x;), 其 中 OO、 
A.B -点 是 任意 取 的 月 由 点 , 故 它 们 的 坐标 wi, 
是 自由 变 元 ,而 中 点 D 受 假设 条 件 所 限 , 故 其 坐标 
Ti ,rs 为 约束 变 元 ,下 面 用 天 法 来 解 此 题 . 
第 一 步 ” 将 几何 问题 代数 化 
假设 部 分 ,由 于 DD 是 AB 的 中 点 , 故 由 中 点 公 
式 得 0 A(2u10) * 
fi 二 Xz 一 2u =0, 1 
ff; 二 Xx; 一 tr 一 (0. 
结论 部 分 ,要 证 明 OD= BD, 由 距离 公式 有 
pg 一 (1 十 Z) 一 (4 十 4 村 一 人 十 在 一 4 人 一 4 
=(z1 O20) (Ti 二 2u) 十 (x 2u,) (r+2u)=0. 
第 二 部 分 三 角 化 
由 于 fi 上 只 含 约束 变 元 rz, 而 f; 只 含 约束 变 元 zz ,所 以 六 , 户 本 身 就 三 角 
化 了 ,因此 可 记 为 


D(x ,2) 


图 10-4 


fi 三 1 二 Lu 二 0,， 
fi =f,=r:—2u=0. 
将 除 以 /2 即 
(Xi —2u) (7 二 2u) 


(XI, — 2u,) 


4 


六 一 (7, 十 2r。 ) 十 


Bh 
8 一 (Z 十 2t) 太 TR,, (10 ) 
其 中 民 , 一 (zi 一 2 )CZzi 十 2 )， 
以 R: 除 以 fr ,类 似 得 
R;= (x 二 2u) fi +R, (11) 
其 中 开 三 0 行将 (11) 式 代 人 (10) 式 得 
5 一 (zi 十 2 fr (rd2u)f; ttR, 
其 中 玉 三 0, 命 题 得 证 . 
例 3 在 人 ABC 中 ,D 是 AB 的 中 点 ,DE/ BC, 求 证 :E 是 AC 的 中 点 (中 位 


解 ” 如 图 10 - 5, 首先 选取 坐标 系 , 以 信 ABC 的 AB 边 为 y 轴 , 点 B 为 原点 ， 
则 6 设 A(O0,2u ) ,;B(0,0),C(uwu, U3),D(O,u;), E(x ;2 ) ,其 中 设 A(0,2ui ) 为 
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计算 方便 , 故 ui ,us,us 为 自由 变 元 ,rzs 为 y 
约束 变 元 ,下 面 用 吴 方 法 证 明 此 题 . 
第 -- 步 ”将 几何 问题 代数 化 40. 24 
假设 部 分 :由 DEV BC ,根据 平行 公式 有 
fi 二 (ru 0)~(r—0)(u:—0) 
wu 0., 
答 由 AEC 二 点 共 线 ,由 解析 几何 共 线 
公式 ( 即 平行 公式) 有 B(0,0) x 
fs = uu 0 (x0) (us — 2u) 图 10-5 


E(x1,x;) 


D(0, u) C(u2,13) 


一 1 UT Tr 2uw = 0. 
结论 部 分 :要 证 明 AE= DC ,由 距离 公式 有 
g = m2 wm) Oo (ux) 


2 


-一 一 4oary 十 247， 十 2wo Xi 二 4u1 一 ui 一 ui. 
第 二 步 ” 一 角 化 
人 人、 
re 


fr =f 一 fi ==2u ru uw=0, 
户 三 广 二 tt 十 (20 OT) ~ 2u us. 
第 一 步 ” 作 逐步 除法 
将 g 除 以 f;? ,并 将 g 和 了 f; 都 看 作 约 束 变 元 x; 的 多 项 式 , 为 了 避免 商 式 中 
出 现 分 式 , 实 际 上 是 将 ug 除 以 f; 得 
usg—=2(us 2u)f; —R,, (12) 
其 中 
R,=2(u; Tu duutdu ri (4Auiu — ui Om uu — 4u wu ). 
骨 将 R; 除 以 广 ,把 它们 都 看 做 x 的 多 项 式 ,为 了 避免 商 式 中 出 现 分 式 , 实 际 上 
是 将 uiR; 除 以 方 , 即 
WR = (wi 二 wui—duwwtdw) fr +tR, (13) 
其 中 R 夺 0. 
将 (11) Xu ,再 将 (12) 代 入 得 
UU B=2u (ua 2u) fy T+ 二 uO—4wust+dui)f* +kR. 
当 届 关 0,ww 关 0 时 .由 f;2 二 0,f7 二 0,R 二 0 和 得 g==0 命题 得 证 ; 
当 wi 二 0 时 ,点 A 与 点 B 重合 ,ABC 不 成 为 三 角形 ， 
当 t 王 0 时, 则 点 C 在 AB 上 ,命题 也 无 意义 . 因此 此 命题 在 ul 关 0,uz 关 0 
的 条 件 下 才能 成 立 . 
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这 里 要 说 明 一 下 ,如 果 方 程 (1) 是 线性 方程 组 可 以 用 通常 的 高 斯 消 元 法 化 为 
三 角 化 ,但 是 如 果 方 程 组 (1) 是 非 线 性 方程 组 就 得 用 吴 文 俊 特 征 列 法 进行 三 
角 化 . 

至 于 计算 机 上 的 具体 证 明 , 请 使 用 高 小 山 , 张 景 中 , 周 咸 青 研 究 的 《4 几何 专 
家 》C PC 软件 ) ,这 一 软件 已 由 北京 中 国 少 年 儿童 出 版 社 1998 年 出 版 . 
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自 先 介绍 共 边 定理 与 共 角 定理 ,我 们 从 以 下 基本 命题 出 发 . 
基本 命题 :等 高 三 角形 底 边 之 比 等 于 面积 之 比 . 设 在 八 ABP 的 AB 边 上 有 


加 _ Da _ BQ aap -AQ 
点 驴 , 如果 AQ=A1AB, 则 Saop ASnar (或 3 AB Rs; B60)- 


我 们 用 Sage 表示 俯 ABC 的 面积 . 这 一 基本 命题 就 是 二 千 多 年 前 欧 几 里 得 
《几何 原本 ;第 6 卷 命题 1. 
在 图 10 -6 中 ,让 Q 点 离开 AB 边沿 PQ 线 延 
伸 出 去 就 变 成 图 10 -7(b) ,这 时 两 个 等 高 三 角形 
就 变 成 了 有 一 条 公共 边 的 两 个 共 边 三 角形 . 在 图 
10 -7(b) 就 有 6 对 共 边 三 角形 . 可 见 共 边 三 角形 是 
处 处 存在 , 它 比 全 等 三 角形 , 相似 三 角形 要 广泛 


得 多 . 4 0 B 
共 边 定理 ” 知 站 线 PQ 和 直线 AB 交 于 M, 则 图 10-6 

Dras PM 

Sap QM 


证 阴 共 边 三 角形 一 般 有 图 10 -7 所 夯 的 四 种 情形 . 


/从 合作 
" “” 0 | 


(a) 
图 10-7 


利用 基本 命题 证 明 


re onl eedonpe ilbe PE a  meee 
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Sray Soaw_A4B PM AM_PM 


DPAB _ OPAB _ 


Sas Sr Sow Sos AM QM AB QM- 

可 见 基本 命题 是 共 边 定理 的 特殊 情 次 . 

从 基本 命题 到 共 边 定理 只 是 一 步 之 差 , 可 这 却 经 历 了 二 千 多 年 ,直到 20 世 
纪 70 年 代 才 被 张 景 中 院士 所 发 现 并 命名 为 共 边 定理 . 由 于 共 边 定理 处 处 存在 ， 
它 在 解 平 面 几 和 何 定理 方面 如 同一 把 利 剑 ,使 许多 几何 问题 迎刃而解 . 

例 1 求证 :平行 四 边 形 对 角 线 相互 平分 . 

证 明 如 图 10 -8, 只 要 能 证 明 AE== CE,， D 
BE=DE 即 可 . 


ON 


人 一 半生 ( 共 边 定理 ) 
CBD 


一 3 (因为 DA/ BC,DC/ AB) 4 
ABC 10-8 


故 AE= 二 CE, 同 理 可 证 BE= DE. 
例 2 在 八 ABC 内 任 取 一 点 ,直线 AP、BP、CP 分 别 与 BC、CA、AB 交 于 


、 PA PY , Pe 
__ 5 一 外 -一 二 -一 一 A 
X,Y,Z( 如 图 10 9). 求 证 :A 十 By 十 所 z ], 
证 明 ”由 共 边 定理 得 ， 修 
PX _ Spsc 
AX So “小 
PY __ Spac 
BY™ Sw * " 
图 10-9 
PZ_ Sras 
CZ Sapc 
三 式 相 加 得 
PX | PY, PZ_ >Pac 一 pac 十 Spa _ Sanc 1] 
AX BY CZ SS apc S agc | 
例 3 上 同 四 边 形 ABCD 中 ,M,N 分 别 是 AB、CD 的 中 点 ,直线 MN 分 别 是 


下 AQ_ Sm 
证 法 1 双生 一 Ses 〈 共 边 定理 ) 
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= Se (由 于 MM 与 N 为 中 心 ) P 
{MN 


Q 
_BP 、 
= ( 共 边 定理 ). 


证 法 2 作 辅 助 线 BQ、.CQ, 则 D 
DQ Spwo ( 共 边 定理 ) 
= (由 于 MN 是 中 点 ) 


BP 
一 一 - 二 
CD ( 共 边 定理 ). 


证 法 3 作 辅 助 线 PD、PA, 则 


( 共 边 定理 ) 


Sm, (由 于 M,N 分 别 是 AB、CD 中 点 ) 


既然 有 共 边 三 角形 和 共 边 定理 , 那 必然 会 想到 应 该 相应 地 有 共和 角 三 角形 和 
共 角 定理 ,下 面 介 绍 解 平面 几何 问题 的 另 一 把 利 剑 一 一 共 角 定理 . 
9ABC AB. BC 
Suge AB’' .BC 
证 明 ”如 图 10 -11, 把 八 ABC 和 和 八 A'B'C’ 拼 在 一 起 ,使 人 B 与 一 B' 重 合 或 
互 为 邻 补 角 得 


共 角 定理 者 人 ABC 与 了 ABC 相等 或 互补 , 则 


图 10-11 


ABC Sape: Sape BC . AB 
OD AB S age S ap BC . 和 (基本 命题 ) 
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例 4 在 人 ABC 中 ,一 5B= /AC. 求 证 :AB=AC. 
证 明 把 人 ABC 看 作 两 个 共 角 (ABC= ACB) 三 角形 ,由 共 角 定理 得 
Sse AB BC AB 


di 
dp 


Sus AC BC AC: 

由 于 和信 ABC 与 A4CB 的 面积 相等 , 故 得 AB=AC. 
例 5 设 AM 是 八 ABC 在 BC 边 上 的 中 线 , 任 作 一 条 直线 分 别 交 AB 、AC、 
AM 于 PQ、N, 如 图 10 - 12. 求证 :人 ,全 ,人 5 4 
证 明 由 于 MM 为 BC 的 中 点 , 故 


] 
aaw — Sacw = TIABc ，,(1) 


Spanw AP.AN 
S BaAM “AB。. AM'‘ 共 角 定 理 ) 


SNaQ _AQ*: AN 站 
Sa AC AM (共和 角 定 理 ) 


将 上 面 两 式 相 加 ,并 注意 到 (1) 式 得 


AN/AP , AQ\_Srant Sn _23are_， AP: AQ 
AM (AB Ae ) 1 一 ABC ( 共 角 定理 ) 
pL 
‘aAM_ 1/AC, AB 
解 出 上 式 得 AN 一 Z (AG + 2XP) 
.TgpgAB AM AC 
明 一 一 ,一 一- ,二 
我 们 还 可 得 到 (证 明 略 ) 


推广 的 共 角 定理 车 四 边 形 ABCD 与 4 BCOD 的 对 角 线 夹 角 相等 或 互 
补 , 则 
Sapco ”4AC.BD 
SuwacpD A‘C’. BD” 
例 6 设 线 段 PQ 在 直线 AB 的 一 侧 ,R 是 PQ 上 任 一 点 ,PR=XPQ. 求 证. 
SrAB = (1—A)Spag 二 ASoas. 0 
(上 述 公 式 叫 做 定 比 分 点 公式 ) i 
证 明 ”如 图 10 -13, 当 PQ/ AB 时 ,Srag 一 
Opas 二 aap ,所 要 证 时 的 公式 显然 成 立 ， 当 PQ 
AB 不 平行 时 ,考虑 两 个 星 形 四 边 形 面积 比 ， 


、- Soap™—S S 
由 推广 的 共和 角 ; ,了 [得 二 8 RB AQBR 一 
共 角 定理 中 得 二 Spa S ARBP 图 10-13 
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AB. RQ_1-—A 
AB.PR A 
整理 后 即 得 所 要 的 等 式 . 


使 用 有 向 线段 与 带 号 面积 , 共 边 定理 与 定 比 分 点 公式 可 以 推广 到 更 准确 的 
形式 . 
共 边 定理 (一 般 形式 ) 若 直线 PQ 与 4AB 交 于 M , 则 
Spas _ PM PM_ Srs 
Sas QM PQ Spaog 
定 比分 点 公式 (一 般 形 式 ) 若 P.Q.R 三 点 共 线 ,4 了 G=PR, 则 
Saag 一 19ug 十 (1 一 1)Spap， 
消 点 算法 是 在 古老 的 面积 方法 的 基础 上 ,由 张 景 中 院士 所 创立 的 一 种 行 之 
有 效 的 方法 . 例如 我 们 要 证 明 两 线段 AB 一 CD, 先 将 它 换 成 比值 48 二 1 形式 , 然 


后 用 共 边 定理 或 其 他 定理 ,将 线段 的 比 化 为 面积 之 比 ,而 面积 比 是 一 种 数值 比 ， 
通过 消去 所 有 后 ,最 后 左边 比值 如 果 能 得 到 是 数值 1, 这 个 几何 问题 也 就 证 明 
了 .下 面 我 们 举 三 个 例子 来 说 明 消 点 算法 的 思想 . 


例 7 已 知人 ABC, 直 线 XY 与 直线 AC 交 。 
于 E, 与 直线 BC 交 于 也, 与 直线 AD 交 于 下 ,如 
图 10 - 14. 5 

作 图 1. 任 取 平面 上 不 共 线 三 点 A、B.C. > 

2. 任 取 不 重合 的 两 点 X,Y. y 

3， 直线 XY 与 AC 交 于 ,与 BC 交 于 DD， Ss > 
与 直线 AB 交 于 下. 


A.B.C.D、X.Y 是 任 取 的 点 称 为 自由 点 ， 1 


而 D.E\ 下 是 受 假设 条 件 所 限制 称 为 约束 点 . 
消 点 算法 主要 是 设法 消去 约束 点 ,利用 假设 条 件 和 面积 方法 (也 可 用 其 他 方 
法 ) 将 点 一 一 消去 ,而 消 点 的 顺序 是 从 最 后 作出 的 约束 点 先 消去 ,然后 从 后 向 前 
逐一 消去 ,最 后 将 左 端的 点 (字母 ) 全 部 消去 ,所 得 的 数值 如 果 等 于 右 端 的 数值 ， 
命题 得 证 . 在 本 题 中 若 将 左 端的 点 全 部 消去 后 所 得 的 数字 若 等 于 数值 1, 命 是 
得 证 
证 明 最 后 作 的 点 是 下, 而 包含 下 的 几何 量 是 4 全 ,由 共 边 定理 有 
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这 样 就 消去 了 点 F. 同样 可 得 
CE _ Sexy 和 BD Sar 


Saxy CD Sexy 


| 
rt 


> 


命题 得 证 . 
把 这 些 等 式 代 入 要 证 的 结论 的 左 端 ,消去 .ED ,得 到 
CE 。 BD AF _ See . Saxy 。 Saxy _1 


AE CD BF Sa Scxry Saxy 


命题 得 证 . 

例 8 已 知 M、N 分 别 是 平行 四 边 形 ABCD 的 两 边 AB .CD 的 中 点 ,CM 与 
BD 交 于 已 ,AN 与 BD 交 于 下 ,如 图 10 - 15. 求 证 p y . 
BE= EF=FD. 


作 图 1. 作 平 行 四 边 形 ABCD. 

2. 取 4B .CD 的 中 点 分 别 为 MN. 

3. 连 BD.CM.AN,CM 与 BD 交 于 EE,AN 与 
BD 交 于 下 . 

证 明 Ek.F 是 最 后 作出 ,首先 消去 上 点 ,由 于 


BE_ Sux 
坝 5、 ( 共 边 定理 ) 


图 10-15 


利用 合 分 比 定律 得 BE=5BD. 


BF 1 
用 同样 方法 可 证 明 :EE 一 2 和 DEF 一 二 BD 


最 后 得 ”BE 二 EF= DF. 命题 得 证 . 
例 9 已 知人 4BC 的 高 BD CE 交 于 万 ,求证 ， 4 


AC_ cosL BAH | 
AB cos FCAND' 0 图 10 ~ 16. E 


首先 将 结论 改写 成 仿生: 
作 图 1. 任 取 三 点 A、B.、C. 
2. 作 AC 上 的 高 BD ,AB 上 的 高 CE. 四 10_16 
3. BD 与 CE 交 于 日 ,连结 AH. 
AD 


~ AC.cs/CAH AC.AD.AH _AE _AD 
证 明 2B IEA 4B AE 后 ( 因 为 cs 人 BAH=4E'cosLCAH= 和 A ) 
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_AC. AD 
AB . AF. 

为 了 消去 D.E, 利 用 等 式 AD=AB. cos 一 BAC 及 4EE=AC，cos 一 BAC 代入 
上 式 ,就 证 明了 所 要 结论 . 

从 例 3 可 以 看 去 消 点 算法 也 可 以 不 用 面积 方法 . 

用 共 边 定理 和 定 比 分 点 分 式 可 建立 消去 共 线 线段 上 的 点 的 四 个 消 点 方 
法 .还 可 以 建立 消去 平行 线 上 的 点 , 垂 线 上 的 点 , 圆 上 的 点 等 另外 16 种 算法 
的 思想 ,基本 上 可 以 求解 平面 几何 的 问题 . 当然 具体 的 求解 过 程 中 还 是 要 灵 
活 ,不 能 使 套 消 点 方法 ,具体 请 看 张 景 中 著 的 《4 平面 几何 新 路 一 一 和 解 同 钱 究 》 


爱 文 俊 数 学 机 械 化 方法 的 出 现 , 开 辟 了 数学 定理 机 械 化 证 明 的 一 个 新 的 全 
究 领 域 ,但 是 要 通晓 吴 法 却 不 是 一 件 容 匈 的 事 , 它 的 数学 理论 较为 艰深 ,而 且 雍 
的 程序 比较 复杂 ,有 时 解决 一 个 问题 要 解 几 十 个 甚至 几 百 个 方程 组 ,而 且 与 通常 
几何 证 明 形 式 不 一 致 ,这 种 机 何 证 明 计 算 机 明白 ,人 不 容易 明白 .所谓 可 读 证 明 
就 是 将 几何 命题 的 内 容 , 按 简单 的 计算 机 语言 输入 ,计算 机 能 自动 生成 显示 出 与 
人 用 手工 的 步骤 相 - 一 致 的 算式 ,并 能 将 几何 图 形 动 态 地 作出 来 . 在 计算 机 上 如 何 
实现 证 明 过 程 , 请 使 用 高 小 山 , 张 景 中 , 周 咸 青 开 发 的 《几何 专家 》(PC 软件 ) ,这 
一 软件 已 由 北 束 中 国 少年 儿童 出 版 社 1998 年 出 版 ， 


